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Reihen aus Werten der  Riemannschen Zetafunktion 

 
 

Bei der Beschäftigung mit der Verteilung von Primzahlen im Zusammenhang mit dem von 
Herrn Prof. Dr. GROBSTICH geleiteten Projekt zur Suche von Superprimzahlen wurde auch die 
Rolle der Riemannsche Zetafunktion in der Primzahltheorie behandelt. 
 
Gelegentlich stieß ich dabei in der einschlägigen Literatur und in Formelsammlungen auf 
Reihen, deren Glieder Werte der Zetafunktion enthielten und deren Entstehung mein Interesse 
weckten.  
 
Dieser Artikel beschreibt die Idee für einen Weg zur Erzeugung derartiger Reihen mit dem 
Augenmerk auf den Zusammenhang zwischen „erzeugenden“  und „erzeugten“  Funktionen.  
Er enthält neben einer Sammlung von (in der Spezialliteratur(*) bekannten) Reihen auch einige 
Betrachtungen am Rande des Themas.   
 
 
 
 
Neubrandenburg, Januar 2007    Gerhard Strey  
 
 
 
 
(*) Zum Beispiel enthält folgende Monographie eine umfassende und unvergleichlich 
      weitergehende Darstellung über den Stand der Forschung zu derartigen Reihen. 
  
 H.M. Srivastava and Junesang Choi  
 „Series Associated with the Zeta and Related Functions“ Dordrecht 2001 
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1. Das Transformationsprinzip 

Der komplexen Potenzreihe (mit reellen Koeffizienten) 
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mit den reellen Parametern λ > 0  und µ  zugeordnet. 

 
ζ* (x) ist die für reelle  x definierte „modifizierte Zetafunktion“ 
 

( )
( )







≤
=

≠>
=

00
1

10
:

x,
x,

x,x,x
x* γ

ζ
ζ  

mit der Zetafunktion  ( ) 1
1

1

>=∑
∞

=
x,

n
x

n
x

ζ  

( ) 10
1

1

1

1
<<















−
−= ∑

=

−

∞→
x,

x

N

n
limx

N

n

x

xN
ζ  

und der Euler-Konstanten  ( )













−= ∑

=∞→
Nln

n
lim

N

nN 1

1γ . 

 
Die Definition ( ) γζ =:1*  wird nahegelegt durch den Grenzwert 
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Die Definition ( ) 0:0 =≤x*ζ  befreit u.a. vor leidigen Fallunterscheidungen. 
 

Die Transformation  der Originalfunktion ( )zf  in die Bildfunktion ( )zF ,µλ   

wird mit dem Operatorsymbol  µλ ,Z  beschrieben: 

 
                                           ( ){ } ( )zFzf ,, µλµλ =Z . 

 
Eine weitere Notation erfolgt mit dem Zuordnungspfeil 
 

                                           ( ) ( )zFzf ,
,

ηλ
µλ →• . 
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2. Einfache Eigenschaften der Transformation 

2.1. Konvergenz 

 
Die Konvergenzradien r, R von Original- und Bildreihe sind gleich:  r = R . 

 
Wegen ( ) 1=

∞→
xlim

x
ζ  und  ( ) ( )µλζµλζ +⋅=+⋅ kk*  für genügend großes k gilt 
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µλ ,Z  operiert auf dem Konvergenzbereich der Reihen. 

Im Inneren des Konvergenzkreises sind  f  und Fλ,µ  analytische Funktionen und die Reihen 
normal konvergent. Also können die Glieder der Reihen beliebig umgeordnet werden und es 
gelten die Regeln der gliedweisen Differentiation und Integration. Auf dem Konvergenzkreis 
sind eventuell genauere Untersuchungen notwendig. 
 
2.2. Elementare Transformationsregeln 

 
Aus den Reihendarstellungen sind einige einfache Zuordnungsregel leicht ablesbar.  
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Zum Beispiel gilt R(4) wegen 
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3. Ermittlung der Bildfunktionen 

3.1. Prinzipieller Ansatz 

 
Die Original- und Bildreihen können wechselseitig sofort aufgestellt werden. Damit sind in 
der Regel aber noch nicht geschlossene Ausdrücke für die durch diese Reihen definierten 
Funktionen bekannt. Insbesondere gilt dies für den Bildbereich.  

Es besteht also die Aufgabe, für wichtige Originalfunktionen f die Bildfunktionen Fλ,µ direkt 
aus f ohne Rückgriff auf die Reihendarstellung zu ermitteln. Ein prinzipieller Weg führt über 
die Verwendung des Doppelreihensatzes. 
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(Man beachte, daß für k0 = 0 die Summe k
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Der Grenzübergang  ∞→N  liefert die Bildfunktion von g(z) 
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Da die auftetenden Zetareihen normal konvergent sind, ist die Vertauschung der Summation 
für alle  z erlaubt, für die die Reihe von f(z) normal konvergent ist, d.h. zumindest innerhalb 
des Konvergenzkreises. 
Mit den Regeln R(1) und R(2) ist schließlich 
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Zusammenfassend lautet die Transformationsregel  
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3.2. Anmerkungen zu den Bildfunktionen und Bildreih en 

 
Das Problem im prinzipiellen Ansatz besteht in der Berechnung des Grenzwertes 
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Es ist zu erwarten, daß neben den ausführlich untersuchten höheren Funktionen auch neue 
Funktionen definiert werden. Häufig wird man sich auf geeignete Werte λ und µ beschränken 
müssen oder sogar nur Lösungen für ausgewählte z-Werte finden. Ist jedoch eine Zuordnung 

( ) ( )zFzf ,
,

µλ
µλ →•  gefunden, so sind mit den Regeln R(1),...,R(8) weitere auffindbar. 

 
Schließlich sind die Reihendarstellungen der Bildfunktionen an sich (mit Zetawerten in den 
Koeffizienten!), ohne Bezug zur Originalfunktion, interessant. So findet man z. B. durch 
Integration bzw. Differentiation der Reihen weitere derartige Reihendarstellungen. 

Hier sei noch erwähnt, daß aus den Reihen von  f(z)  und Fλ,µ(z) die Reihe 
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entsteht, die bessere Konvergenzeigenschaften besitzt als Fλ,µ(z), denn relativ schnell 
konvergiert ( )[ ] 01 →−+⋅ µλζ k* . 
 
3.3. Beispiel 
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3.4. Das Grenzverhalten der Bildreihen für  ∞→λ  

Sei der Koeffizient 00 =a , dann gilt folgender  Satz: 

 
Die Bildreihen ( )zF ,µλ  konvergieren für ∞→λ  gegen die Originalreihe ( )zf . 

Die Konvergenz ist in jedem abgeschlossenen Kreis mit dem Radius r<ρ  gleichmäßig. 
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Beweis: 
Wir bilden eine beliebige Folge µλ ,m
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  G. Strey 
 

6 
 

4. Bildfunktionen der Logarithmusreihe 

4.1. Die Zuordnung   ( ){ }z1Z −− ln0,λ  

4.1.1. Die allgemeine Lösung 
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mit dem Weierstraß-Produkt  
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Das Produkt definiert eine ganze Funktion wegen 
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Die gesuchte Bildfunktion ist mit Hilfe von ( )λ,zP0  darstellbar 
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Die Transformationsregel lautet 
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4.1.2. Eigenschaften der Funktion ( )λλλλ,zP0  
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d)  Für alle 0>λ   gilt die Verdoppelungsformel: 
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−⋅
∞

=
⋅














−⋅
−=









∏

λ

λ

λ

λ

λ

λ ,
n

z
s

n

e
n

z

,
z

P

,zP 12

10

0

12
1

2

 

Beweise: 

d)  Für  [ ] 122 1 +⋅≤≤⋅ − mm λ   gilt  ( )[ ] m=⋅=










 −
−

1
1

2
2

λλ
 . Daraus folgt  weiter 

[ ]
( )[ ] ( )[ ]














=⋅⋅⋅

⋅
=−+⋅

⋅ ⋅

⋅

=

⋅
⋅⋅

=
⋅ ∑∑

−−

λλ

λ

λ

λ

λ ,
n

z
sz

nk
zz

nk k

k
k

kk

k
k 2

22

1

2
2

1

11

2
1

2

11
. 

Also gilt   ( ) ( ) 






 −+







∞

=
⋅







+⋅








−=⋅− ∏

λλ

λλ
λλ

λλ
,

n

z
s,

n

z
s

n

e
n

z

n

z
,zP,zP 11

1
00  

                        ( )λ
λ

λ
λ

⋅=⋅













−=














∞

=
⋅

⋅

∏ 21 2
0

1
2

2 2

2

,zPe
n

z
,

n

z
s

n

.               �  
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a)  Mit  ( )
( )∑

≤<<<≤ ⋅⋅⋅
=

mi...ii k
k

k
i...ii

ma

211 21

1
λ   folgt durch vollständige Induktion nach m 

( ) ( ) k
m

k
k

k
m

n

zma
n

z ⋅⋅−+=







− ∑∏

== 11

111 λ . 

     Denn wegen  ( ) ( )
( )

( )1
1

1
1 +=

+
⋅+ − ma

m
mama kkk λ  ,  ( ) ( ) 0:1: 10 == + ma,ma m ,  gilt  

( ) ( )
( ) 














+
−⋅














⋅⋅−+=








− ∑∏

=

+

=
λλ 1

1111
1

1

1 m

z
zma

n

z k
m

k
k

k
m

n

 

( ) ( ) ( )
( )

( ) ( ) .zmaz
m

mama k
m

k
k

kk
m

k
kk

k ⋅+⋅−+=⋅














+
⋅+⋅−+= ∑∑

+

=

+

=
−

1

1

1

1
1 111

1

1
11 λ  

     Mit  ( )malima k
m

k
∞→

=  und ( ) ∏
=∞→ 








−=

m

nm n

z
lim,zP

1
0 1 λλ  folgt die Behauptung  

    ( für alle z aus dem Konvergenzbereich der Reihe ).              �  
 
b)  Folgt aus der Literatur. 
e)  Die erste Formel ist klar. In der zweiten sind Faktoren mit geradem Index gekürzt. 
 
Anmerkungen: 
 
1) Aus der Verdoppelungsformel folgt  

   ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
z

zsin

n

z
,zP,zP,zP

zz
n

⋅
⋅=














−==⋅−=

−Γ⋅+Γ ∏
∞

= π
π

1
2

2
2

000 1211
11

1
   (Euler). 

 
2)  Aus e) folgt   

( )
( )

( )( )
( )

( ) 






 ⋅=
⋅

⋅⋅
⋅

⋅==














−⋅
−∏

∞

=
zcos

zsin

z

z

zsin

,zP

,zP

n

z

n
22

2

22

2

12
1

2
0

2
0

1
2

2 π
π

π
π

π
. 

 
3) Der Koeffizientenvergleich der Reihenentwicklung a)  mit der Taylorreihe des Sinus 
 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
k

k

k
kk

k
k

k z
kz

zsin
,zPza ⋅

∞

=

⋅
⋅

∞

=
⋅

+⋅
⋅−+=

⋅
⋅==⋅⋅−+ ∑∑ 2

1

2
2

0
2

1
!12

11211
π

π
π

 

     

    liefert die Summenformeln     
( ) ( )!12

1 2

1
2

2121
+⋅

=
⋅⋅⋅

⋅

∞<<<<≤
∑ ki...ii

k

i...ii kk

π
 

     

      ( )
!33

1

2

1

1

11
2

2

2
1

222
πζ =+++==∑

∞

=
...

ii

 

    
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) !553

1

43

1

42

1

32

1

31

1

21

11 4

2222
1

222
π=+

⋅
+

⋅
++

⋅
+

⋅
++

⋅
+

⋅
=

⋅
∑

<≤
.........

jiji

. 
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4.2. Die Zuordnung   ( ){ }z1Z −−− ln1,λ  

4.2.1. Die allgemeine Lösung 

Gegeben sind   ( ) ( ) ∑
∞

=
⋅=−−=

1

1
1

k

kz
k

zlnzf   ,  11 ≠≤ z,z    und  10 −=> µλ , . 

Mit  { } [ ] 1211 1
0 +⋅=>−⋅= −λλ kkmink   und  

[ ]
∑

−⋅

=
⋅=








12

1

1
:

2

λλ

k

kz
k

,zs     

 

folgt   ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )2121 λλ ,zsezln,zszlnzg ⋅−−=−−−=   , 
 

        ( ) ( )λ
λ

λλλ
λ

,zPlne
n

z
lnlim

n

z
gnlimzG

n
,

n

z
sN

n

N

n
,

NN
1

2

11
0 1 −










==
−=

















⋅






 −−=






⋅= ∑∑
∞→∞→

 

 
mit dem Weierstraß-Produkt  
 

( )







⋅∞

=
− ⋅







 −= ∏ 2

1
1 1

λ

λ
λ

λ
,

n

z
sn

n

n

e
n

z
,zP    ,   

[ ]
∑

−⋅

=







⋅=







12

1

1
2

λ

λλ
λ

k

k

n

z

k
,

n

z
s . 

 
Das Produkt definiert eine ganze Funktion wegen 
 

( ) ∞<−⋅⋅=⋅=⋅ ∑∑
∞

=
−⋅

∞

=
1

1
0

1
1

1

0

0

0
0

kz
n

z
n

z
n k

n
k

k

n

k

λζλλ , denn 110 >−⋅ kλ . 

 
 
Die gesuchte Bildfunktion ist mit Hilfe von ( )λ,zP 1−  darstellbar 
   

( )
[ ]

( ) ( )λλζ
λ

λ ,zPlnzk
k

zF k
*

k
, 1

2

1
1 1

1
1

−

⋅

=
− −⋅−⋅⋅= ∑

−

  . 

 
Die Transformationsregel lautet 
 
 

( )
[ ]

( ) ( )

( ) 111
1

1
11

1

1

1

2

1

1

1

1

≠≤⋅−⋅⋅=

−⋅−⋅⋅ →•⋅=−−

∑

∑∑
∞

=

−

⋅

=

−
∞

=

−

z,zzk
k

,zPlnzk
k

z
k

zln

k

k
*

k
*

k

,

k

k

λζ

λλζ
λ

λ
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4.2.2. Eigenschaften der Funktion  ( )λzP ,1−  

a)  Für 2>λ   gilt  ( )
n

n n

z
,zP ∏

∞

=
− 







 −=
1

1 1 λλ  

        

b)  Für 2=λ   gilt ( ) n

zn

n

e
n

z
,zP ⋅








−= ∏

∞

=
−

1
21 12       

 

c)  Für 1=λ    gilt ( )
2

2

1

1
1 11

z
n

z

n

n

e
n

z
,zP

⋅
⋅

+∞

=
− ⋅







 −= ∏  

 
d)  Für alle 0>λ   gilt die Verdoppelungsformel: 

 

( ) ( ) ( )λλλ ⋅=⋅− −−− 22
111 ,zP,zP,zP   

 
e)  Funktionalgleichungen für 21 ,=λ  
 

( ) ( ) ( ) ( )11
2

2
11 11 ,zPzexp

z
,zP −− ⋅







 ⋅++⋅
−Γ
⋅=+ γγπ

 

 

( ) ( ) ( ) ( )221111 2
111 ,zPezsinz,zP,zP −−− ⋅⋅⋅⋅⋅−=+⋅− γπ  

 
Beweise: 

e)  
( )

( ) 












⋅









−
−−=

+ ∏
=

+
⋅

+

∞→−

−
N

n

n

z

n
n

N
e

zn

zn
lim

,zP

,zP

1

2

1
1

1

1 1

1

11
 

( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( )

∑
=








 +⋅+

−∞→
⋅

−⋅−−⋅⋅−⋅−

−−⋅⋅−⋅−⋅−=

N

n

z
n

N

NN

N

N
e

zNzN...zz

zN...zzz
lim 1

2

11

121

32

121

121
 

( )
( ) ( )

( ) ( ) 






 +⋅+






 +⋅













−

∞→

∑
=⋅

−
⋅

−Γ
−Γ=

zNlnzNln
n

N

N

N

N

ne
zN

e

z

zN
lim

2

1

2

11

1  

( )
( )

( )
( ) ( ) 







 +⋅






 +⋅+






 +⋅−−

∞→−−

−

∞→−
⋅⋅













−

⋅−Γ⋅
−Γ

=
zzNlnzzNln

NzN

zN

zN

z
eelim

zN

ezN
lim

z

e 2

1

2

1

2

1

21

γ
 

 
und mit Anwendung der Stirligschen Formel auf den Grenzwert [ ...] 

( ) [ ] ( )
( )

01
22

1
2

1

2
2 ee

z
elim

z

e z
zN

N
lnz

N

zz

⋅⋅
−Γ
⋅=⋅⋅⋅

−Γ
=

⋅++








−
⋅






 +

∞→








 +⋅+
γγγ

ππ    . 

 
Die zweite Formel folgt mit Hilfe von d). Die Herleitung für d) erfolgt analog zu  4.1.2.   �  
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4.3. Die Zuordnung 

















z-1
zZ 0,λ  

4.3.1.  Die Transformationsregel 

 
Durch die Anwendung der allgemeinen Transformationsregeln auf ( ) ( )zlnzf −−= 1  erhält 

man die (erwartete) Transformationregel für 11 ≠≤ z,z  

( )
[ ] ( )

( ) ( ) k

k
*

k

k
*

,

k

k zk
,zP

,zP
zzkz

z

z ⋅⋅=
′

⋅−⋅⋅ →•=
− ∑∑∑

∞

==

∞

=

−

10

0

1

0

1

1

1
λζ

λ
λλζ

λ
λ

   

 

Nach R(7) gilt    ( ) ( ) ( ) ( )zF
dz

d
zG

z
zf

dz

d
zg ,,

,
01

1
λλλ

λλ = →•
−

==  

und mit R(5)     ( ) ( ) ( ) ( ) ( )zF
dz

d
zzGzzH

z

z
zgzzh ,,,

,
00

0

1 λλλλ
λ ⋅=⋅=→•

−
=⋅= . 

 
Aus 4.1.1. folgt dann 
 

( )
[ ]

( ) ( ) ( )
[ ] ( )

( )λ
λλζλλζ

λλ

λ ,zP

,zP
zzk,zPlnzk

kdz

d
zzH k

k
*

k
*

k
,

0

0

1
0

1
0

11

1 ′
⋅−⋅⋅=

















−⋅⋅⋅⋅= ∑∑
−−

==
. 

 

4.3.2.  Die logarithmische Ableitung von ( )λz,P0  

 

Es gilt   ( ) ( )
( ) ( ) 











 −+










==
′

= ∑
∞

=
λλ λλ

λ
λλ

n

z
ln,

n

z
s

dz

d
,zPln

dz

d

,zP

,zP
,zQ

n

1:
1

0
0

0
0 . 

 

a)  Für 1>λ   folgt  ( ) ∑∑
∞

=

∞

= −
=








−=

11
0

1
1

nn nzn

z
ln

dz

d
,zQ λλλ  

 

b)  Für 2=λ   gilt  ( ) ( ) ( )( ) ( )
z

zcot
z

zlnzsinln
dz

d
,zQ

⋅
−⋅⋅

⋅
=⋅−⋅=

2

1

2
20 ππππ  

 

( ) ( ) 






 −⋅⋅⋅
⋅

=
−

= ∑
∞

= z
zcot

znz
,zQ

n

1

2

11
2

1
22

2
0 ππ  

 

c)  Für 1=λ   gilt ( ) ( )( ) ( )
( ) ( )z

z

z
zlnz

dz

d
,zQ −+=

−Γ
−Γ′

+=−Γ−⋅= 1
1

1
110 ψγγγ  
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4.3.3.  Anmerkungen zur Digammafunktion 
 

1)  Aus  ( ) n

z

n

z e
n

z
ez

−
−∞

=

⋅ ⋅






 −⋅=−Γ ∏
1

1

11 γ   

     folgt ( ) ∑
∞

=







 −






 −−⋅=−Γ
1

11
n

n

z

n

z
lnzzln γ  

 

( ) ( ) ∑
∞

=





 −
−

−−=−Γ=−
1

11
11

n
nzn

zln
dz

d
z γψ  

 

2)  Spezielle Werte sind   ( ) ( )22
2

1
1 ln, ⋅−−=







−= γψγψ  . 

       

    Denn es gelten  0
11

1

=




 −∑
∞

=n
nn

 und  
( )

∑∑
∞

=

+∞

=

−⋅=






⋅
−

−⋅
1

1

1

1
2

2

2

12

2

n

n

n
nnn

. 

 

3)  Aus  ( ) ( )[ ] ( ) ( )[ ] ( )zsin

z
ln

dz

d
zzzln

dz

d
zzln

dz

d

⋅
⋅=−Γ⋅Γ⋅=−Γ⋅+Γ
π

π
111     

     

     folgt  ( ) ( ) ( ) ( ) ( )zcot
z

zz
z

zz ⋅⋅−=−−+=−−+ ππψψψψ 1
1

1
11  ,  ,...,,z 210 ±±≠ , 

 

    d. h.  ( ) ( )z
z

z ψψ +=+ 1
1  ,    ( ) ( ) ( )zcotzz ⋅⋅+=− ππψψ 1  

 

( ) ( ) ( )zcot
z

zz ⋅⋅−=−−+ ππψψ 1
11  

 

4)  Durch Induktion folgt ( ) ( )z
zk

zn
n

k

ψψ +
+

=+ ∑
−

=

1

0

1
. 

 

    Zum Beispiel     ( )22
12

2

2

1 1

0

ln
k

n
n

k

⋅−−
+

=






 + ∑
−

=
γψ . 

 
5)  Für  0=z   hat   ( )zψ   einen einfachen Pol  und es gilt mit 3), da ψ  stetig ist,  

 
( ) ( )[ ] 111

00
−=+⋅+−=⋅

→→
zzlimzzlim

zz
ψψ . 
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4.4. Zusammenstellung von Bildreihen mit einfachen Bildfunktionen 

 

4.4.1.  Verwendung der Reihe  ( ){ }z1Z −− ln01,  

Für   ( ) ( )zln...zzzz
k

zf k

k

−−=+⋅+⋅+=⋅= ∑
∞

=
1

3

1

2

11 32

1

  und  11 ≠≤ z,z    

gilt nach  4.1.1. und  4.1.2. b) 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )zln
z

e
lnz,zPlnzzk

k
zF

z
k

*
k

, −Γ=
−Γ

−⋅=−⋅=⋅⋅=
⋅∞

=
∑ 1

1
1

1
0

1
01

γ
γγζ . 

 
Wegen ( ) γζ =1*  folgt 
 

(1)   ( ) ( ) ( ) ( ) ( )zlnz...zzzzk
k

k

k

−Γ+⋅−=+⋅+⋅+⋅⋅=⋅⋅∑
∞

=
14

4

1
3

3

1
2

2

11 432

2

γζζζζ  . 

 

Zum Beispiel gilt für 
2

1
:

2

1
:1: −==−= z,z,z   wegen ( )

22

3

2

1
12

ππ =






Γ=






Γ=Γ ,,  

(1a)   
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) γζζζζ =+−+−⋅=⋅−

∑
∞

=
...k

k
k

k
4

4

1
3

3

1
2

2

11

2

 

(1b)   ( ) ( ) ( ) ( ) ( )πγζζζζ ln...k
kk

k
+−=+−

⋅
+

⋅
+⋅

⋅
=⋅

⋅
∑
∞

= 2
4

164

1
3

83

1
2

42

1

2

1

2

 

(1c)   
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )2

2
4

164

1
3

83

1
2

42

1

2

1

2

lnln...k
kk

k

k
−+=+−

⋅
+

⋅
−⋅

⋅
=⋅

⋅
−

∑
∞

=
πγζζζζ  

 
und mit  (1b) + (1c) = (1d) ,  (1b) – (1c) = (1e) 

(1d)   ( ) ( ) ( ) ( ) 






=+
⋅

+
⋅

+⋅
⋅

=⋅⋅
⋅

∑
∞

= 2
6

643

1
4

162

1
2

41

1
2

4

1

1

πζζζζ ln...k
kk

k
 

(1e)   
( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) γζζζζ −=+
⋅

+
⋅

+⋅
⋅

=+⋅
⋅+

∑
∞

=
27

647

1
5

165

1
3

43

1
12

412

1

1

ln...k
kk

k
 

 
Allgemeiner gilt , (vgl. auch die Verdoppelungsformel aus 4.1.2. nebst Anmerkung), 

für 11 22 ≠≤ z,z    

( ) ( ) ( ) ( ) ( )[ ] ( ) ( )2
02

2

1
0101 112

2

1
2 zF

zsin

z
lnzzlnzk

k
zFzF ,

k
*

k
,, =

⋅
⋅=+Γ⋅−Γ=⋅⋅⋅=−+ ⋅

∞

=
∑ π

πζ  , 

 

(2)   ( ) ( ) ( ) ( ) ( )zsin

z
ln...zzzzk

k
k

k
⋅

⋅=+⋅+⋅+⋅=⋅⋅⋅ ⋅
∞

=
∑ π

πζζζζ 6422

1

6
3

1
4

2

1
22

1
 . 
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Zum Beispiel folgt für 
2

1
:=z wiederum (1d)  und für 

6

1
:=z   

(2a)   ( ) ( ) ( ) ( ) 






=+
⋅

+
⋅

+
⋅

=⋅⋅
⋅

∑
∞

=
⋅ 3

6
63

1
4

62

1
2

61

1
2

6

1
642

1
2

πζζζζ ln...k
kk

k
. 

 

Für ziz ⋅=: , d. h. 22 z:z −= , entsteht  wegen ( ) ( )zsinhizisin ⋅⋅=⋅⋅ ππ  
 

(3)   
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )zsinh

z
ln...zzzzk

k
k

k

k

⋅
⋅=+−⋅+⋅−⋅=⋅⋅⋅− ⋅

∞

=
∑ π

πζζζζ 6422

1

6
3

1
4

2

1
22

1
  

 
Aus der Differenz  

( ) ( )( ) ( ) ( ) ( ) ( )[ ] ( )zlnzzlnzlnzlnzk
k

)z(fzF k
*

k
, −Γ=−Γ−=−+−Γ=⋅−⋅=− ∑

∞

=
211111

1

1
01 ζ  

ergeben sich gut konvergierenden Reihen  ( 1≤z ): 

 

(4)  ( )( ) ( ) ( ) ( ) ( )zlnz...zzzk
k

k

k

−Γ+⋅−=+⋅−+⋅−=⋅−⋅∑
∞

=
21

3

13

2

12
1

1 32

2

γζζζ  .  

  
Der einfachen Abschätzung   

( ) ( )( ) 1
2

1
1

2

11
11

1
2 2

2

1
1

><−⋅=<=−+ −

∞

=

∞

= ⋅+∑ ∑ k,k
n

k
k

n n
nk k

ζζ  

entnimmt man die gute Konvergenz und auch, dass die Reihe für z = 1 konvergiert. 

( Die rechte Ungleichung ergibt sich durch Induktion und ( ) ( )∑
∞

=
=

⋅−
<−

2

1
1

1
12

n
nn

ζ ). 

  
Also gilt z. B. für 1±=z  und  mit (4c) = (4a) + (4b) ,  (4d) = (4a) – (4b) , (4e) = (1a) + (4a) 
 

(4a) ( )( ) ( ) ( ) ( ) γζζζζ −=+−+−+−=−⋅∑
∞

=
1

4

14

3

13

2

12
1

1

2

...k
k

k

 

(4b) 
( ) ( )( ) ( ) ( ) ( ) ( ) γζζζζ +−=+−−+−−−=−⋅−

∑
∞

=
12

4

14

3

13

2

12
1

1

2

ln...k
k

k

k
 

(4c) ( )( ) ( ) ( ) ( ) ( )2
3

16

2

14

1

12
12

1

1

ln...k
k

k

=+−+−+−=−⋅⋅∑
∞

=

ζζζζ  

(4d) ( )( ) ( ) ( ) ( )
21

7

17

5

15

3

13
112

12

1

1

ln...k
k

k

−−=+−+−+−=−+⋅
+∑

∞

=
γζζζζ   

(4e) ( ) ( ) ( ) ( )
1

3

14136

2

1094

1

652

24

14
2

1

1

=+−+−+−=








+
+−⋅⋅∑

∞

=
...

k

k
k

kk

ζζζζ . 
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4.4.2.  Verwendung der Reihe  

















z-1
zZ 0,λ  

Für   ( )
z

z
...zzzzzh

k

k

−
=+++== ∑

∞

= 1
32

1

  und  11 ±≠≤ z,z    

gilt nach  4.3.1. und  4.3.2. b) 

( ) ( ) ( ) ( ) 








⋅
−⋅⋅

⋅
⋅−=⋅−=⋅⋅= ∑

∞

= z
zcot

z
z,zQzzkzH

k

k
*, 2

1

2
22 0

1
02 ππζ . 

 

 (5*)   ( ) ( ) ( ) ( ) ( )[ ]zcotz...zzzzk k

k

ππζζζζ ⋅−⋅=+⋅+⋅+⋅=⋅⋅∑
∞

=
1

2

1
6422 32

1

 

Für 2: zz =  gilt für 11 ±≠≤ z,z  

(5) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )[ ]zcotz...zzzzk k

k

⋅⋅⋅−⋅=+⋅+⋅+⋅=⋅⋅ ⋅
∞

=
∑ ππζζζζ 1

2

1
6422 6422

1

 

 
Dies folgt auch sofort aus der mit 2z  multiplizieren Ableitung der Reihe (2) ! 
 
Aus (4.3.2. b)) ergibt sich die Beziehung 

(5a) ( ) ∑∑
∞

=

⋅
∞

= −
=⋅⋅

1
22

2
2

1

2
n

k

k zn

z
zkζ    . 

 
Zum Beispiel erhält man aus (5) für 41:21: == z,z die Reihen (5b), (5c), (5d) = (5b) - (5c) 

(5b) ( ) ( ) ( ) ( )
2

1
6

64

1
4

16

1
2

4

1
2

4

1

1

=+⋅+⋅+⋅=⋅∑
∞

=
...k

k
k

ζζζζ  

(5c) ( ) ( ) ( ) ( ) 






 −⋅=+⋅+⋅+⋅=⋅⋅

∞

=
∑ 4

1
2

1
6

64

1
4

16

1
2

4

1
2

4

1
2222

1

πζζζζ ...k
k

k

 

(5d) ( ) ( ) ( ) ( )
8

6
64

63
4

16

15
2

4

3
2

4

14
2222

1

πζζζζ =+⋅+⋅+⋅=⋅−
∑
∞

=
...k

k

k

k

 

 
Mit  z := i z  folgen aus (5) mit ( ) ( )zcothizicot ⋅⋅−=⋅⋅ ππ  die Reihen (6) und (7) =  (5)+(6) 

(6) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )[ ]1
2

1
4221 4221

1

−⋅⋅⋅⋅=−+⋅−⋅=⋅⋅− ⋅+
∞

=
∑ zcothz...zzzk kk

k

ππζζζ  

(7)   ( ) ( ) ( ) ( ) ( )[ ]zcotzcothz...zzzk k

k

πππζζζ −⋅⋅=+⋅+⋅=⋅− −⋅
∞

=
∑ 4

6224 6224

1

 

   
Zum Beispiel ergibt sich aus (7) für 21:=z  

(7a)   ( ) ( ) ( ) ( ) 






⋅=+⋅+⋅+⋅=−−

∞

=
∑ 28

10
4

1
6

4

1
2

4

1
24

4

1
53112

1

ππζζζζ coth...k
k

k

. 
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Für   ( )
z

z
...zzzzzh

k

k

−
=+++== ∑

∞

= 1
32

1

  und  11 ±≠≤ z,z    

gilt nach  4.3.1. und  4.3.2. c) 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )zzzzz,zQzzzkzH *
k

k
*, −⋅−=−+⋅−⋅=⋅−⋅=⋅= ∑

∞

=
1111 0

1
01 ψψγγζζ . 

(8) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) zzz...zzzzk k

k

⋅−−⋅−=+⋅+⋅+⋅=⋅∑
∞

=
γψζζζζ 1432 432

2

 

 
Dies folgt auch sofort aus der mit z multiplizierten Ableitung der Reihe (1) ! 
 
Für zz −=: folgt  ( )1±≠z  

(9) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )zzz...zzzzk kk

k

+⋅+⋅=+−⋅+⋅−⋅=⋅−∑
∞

=
14321 432

2

ψγζζζζ  

und nach der Anmerkung  4.3.3. 3)  ( ) ( ) ( )






 +⋅+⋅=⋅−∑
∞

=
z

z
zzzk kk

k

ψγζ 1
1

2

, 10 ±≠ ,z . 

(9*) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) 1

2

21 1
1

32
1 −

∞

=
⋅⋅−+−−=−+⋅−⋅+−−= ∑ k

k

k zk
z

...zz
z

z ζγζζγψ . 

 
Es ist die Summe (8) + (9) = (5) !  Man vergleiche auch hier mit der Anmerkung  4.3.3. 3). 
 
Die Differenz (8) –(9) ergibt 

 (10) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
zz

zz
...zzzk k

k

⋅−⋅++−−=+⋅+⋅=⋅+ +
∞

=
∑ γψψζζζ

2

11
5312 5312

1

 

 
Für 21:=z erhält man aus (8) , (9) und (10) die Reihen  (8a),  (9a),  (8b) = (8a)+(9a), (10a) 
 

(8a) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )24
16

1
3

8

1
2

4

1

2

1

2

ln...k
k

k

=+⋅+⋅+⋅=∑
∞

=
ζζζζ  

 

(9a) 
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )214

16

1
3

8

1
2

4

1

2

1

2

ln...k
k

k

k

−=+−⋅+⋅−⋅=−
∑
∞

=
ζζζζ  

 

(8b) ( ) ( ) ( ) ( ) 26
4

1
4

4

1
22

4

1
21

1

=+⋅+⋅+=⋅−

∞

=
∑ ...k

k
k

ζζζζ  

 

(10a) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) 1227
4

1
5

4

1
3

4

1
12

4

1
32

1

−⋅=+⋅+⋅+⋅=+⋅∑
∞

=
ln...k

k
k

ζζζζ . 
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Mit 
4

3=z  und 
4

1=z  folgt aus (8) durch Subtraktion wegen  ( ) ( ) ( )44143 ππψψ cot⋅=−  

(8c)  ( ) ( ) ( ) ( ) πζζζζ =+⋅−+⋅−+⋅−=+−
∑
∞

=
...k

k

k

k

4
64

127
3

16

19
2

4

13
1

4

13

1

 . 

 
Aus der Differenz  ( ) ( )zhzH −   ergeben sich zu  4.4.1 analoge Reihen.  

So folgen aus (5), (5a) bzw. (7) mit  ( ) ∑
∞

=

⋅=
−

=
1

2
2

2

1 k

kz
z

z
zh  bzw. ( ) ∑

∞

=

−⋅=
−

=
1

24
4

2

1 k

kz
z

z
zh  

die Reihen  
 

(11) ( )( ) ( )
∑∑
∞

=

⋅
∞

= −
=

−
−⋅⋅⋅−=⋅−⋅

2
22

2

2

2
2

1 12

1
12

n

k

k zn

z

z

zzcotz
zk

ππζ       (4.3.2.b) !) 

 

(12)   ( )( ) ( ) ( )[ ]
4

2
24

1 14
124

z

zzcotzcothz
zk k

k −
−−⋅⋅=⋅−− −⋅

∞

=
∑

πππζ  

 
mit den Spezialfällen für  21:=z  
 

(11a) ( )( ) ( ) ( ) ( )
6

1

4

16

4

14

4

12
12

4

1
321

1

=+−+−+−=−⋅⋅∑
∞

=
...k

k
k

ζζζζ  

 

(12a) ( )( ) ( ) ( ) ( )
15

4

284

110

4

16

4

12
124

4

1
53112

1

−






⋅=+−+−+−=−−⋅−

∞

=
∑

ππζζζζ coth...k
k

k

. 

 

Aus (8) bzw. (9) erhält man mit ( ) ∑
∞

=
=

−
=

2

2

1
k

kz
z

z
zh   bzw.  ( ) ( )∑

∞

=
−=

+
=

2

2
1

1
k

kk z
z

z
zh   

(13) ( )( ) ( )( ) ( )( ) ( )
z

z
zzz...zzzk k

k
−

−⋅−−⋅−=+⋅−+⋅−=⋅−∑
∞

= 1
113121

2
32

2

γψζζζ  

 

(14) ( ) ( )( ) ( )( ) ( )( ) ( )
z

z
zzz...zzzk k

k

k

+
−⋅++⋅=−+⋅−−⋅−=⋅−−∑

∞

= 1
1131211

2
32

2

γψζζζ  

 
mit den Spezialfällen für  21:=z  
 

(13a) ( )( ) ( ) ( ) ( ) ( )
2

1
2

8

14

4

13

2

12
1

2

1

2

−=+−+−+−=−⋅∑
∞

=
ln...k

k
k

ζζζζ  

 

(14a) 
( ) ( )( ) ( ) ( ) ( ) ( )2

6

5

8

14

4

13

2

12
1

2

1

2

ln...k
k

k

k
−=+−−+−−−=−⋅−

∑
∞

=

ζζζζ . 
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Wie in 4.4.1. nachgewiesen wurde konvergieren diese Reihen auch für z = 1 und man erhält 
die Summen aus den Formeln (11) bis (14) durch den Grenzübergang 1→z . 
 

Aus (11) folgt  wegen  
4

3

2

1
1

2

1

1

1

1

1

2

1

1

1

22
2

2
22

2
=







 +⋅=






+
−

−
⋅=

−
→

−
∑∑∑
∞

=

∞

=

∞

= nnn
nnnzn

z
 

 

(11b) ( )( ) ( )( ) ( )( ) ( )( )
4

3
16141212

1

=+−+−+−=−⋅∑
∞

=
...k

k

ζζζζ . 

 
In (12) wird ebenfalls die Partialbruchentwicklung des Kotangens benutzt  (vgl. 4.3.2. b)). 

Mit  ( ) ∑
∞

= −
⋅−=⋅⋅⋅

1
22

22
1

n zn

z
zcotz ππ  und  

2

2

2

2

4

2

1

2

1

2

1

4

z

z

z

z

z

z

+
⋅+

−
⋅=

−
⋅

  folgt aus  Formel (12)  

( ) ( ) 






+
−⋅+−⋅→













+
⋅−

−
⋅+−⋅⋅⋅⋅ ∑

∞

= 11

2

4

3
21

4

1

1

22
1

4

1

2
2

2

22

2
ππππ coth

z

z

zn

z
zcothz

n

 

 

(12b)   ( )( ) ( )( ) ( )( ) ( )( ) ( )
8

1

4
1101612124

1

−⋅=+−+−+−=−−∑
∞

=
ππζζζζ coth...k

k

. 

 
Verwendet man in der Summe (13) die Formel  4.3.3. 1) , dann liefert der Grenzwert 
 

( ) ( ) ( ) 1
1

1

1

1

1

1
222

2

1

=






 −
−

=
−⋅

→
−⋅

=
−

−⋅−














−⋅
+−⋅− ∑∑∑∑

∞

=

∞

=

∞

=

∞

= nnnn
nnnnznn

z

z

z
z

znn

z
z γγ  

 
die Reihen (13b) und (13c) = (13b) – (11b) 

(13b) ( )( ) ( )( ) ( )( ) ( )( ) 11413121
2

=+−+−+−=−∑
∞

=
...k

k

ζζζζ         (Leibniz) 

(13c) ( )( ) ( )( ) ( )( ) ( )( )
4

1
171513112

1

=+−+−+−=−+∑
∞

=
...k

k

ζζζζ . 

 
Schließlich folgen aus (14)  für  z = 1  die Reihen (14b)  und (14c) = (14b) – (4b) 

(14b) ( ) ( )( ) ( )( ) ( )( ) ( )( )
2

1
14131211

2

=+−−+−−−=−−∑
∞

=
...k

k

k ζζζζ . 

(14c) ( ) ( )( ) ( )( ) ( )( ) ( ) γζζζ −−=−+−−−=−−⋅−∑
∞

=
2

2

3
13

4

3
12

2

1
1

1
1

2

ln...k
k

k

k

k . 

 
Anmerkung: 
Zur Berechnung einzelner Werte F(z0)  ist der direkte Weg gelegentlich einfacher, als über die 
Aufstellung der Potenzreihe F(z). So erhält man (13b) nach dem Doppelreihensatz wie folgt: 

( )( ) ( ) 1
1

111
1

22 22 22

=
−⋅

===− ∑∑ ∑∑ ∑∑
∞

=

∞

=

∞

=

∞

=

∞

=

∞

= nn k
k

k n
k

k
nnnn

kζ . 
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5. Bildfunktionen der Area- und Arkustangensreihen  

5.1.  Die allgemeinen Transformationsregeln   

 
Ausgehend von den Reihen 
 

( ) ( )
...zzzzz

k
zf k

k

k
+⋅±⋅+⋅±=⋅

−
±= −⋅

∞

=

−

∑ 75312

1

1

7

1

5

1

3

1

12

1
 

 
werden die Bildfunktionen gesucht für die Bildreihen 
 

( ) ( ) ( )[ ] ( ) ( ) ...zzzk
k

zF **
k

k
*

k

, ±+⋅+⋅⋅±⋅+=⋅+−⋅⋅
−

±= ∑
∞

=

−⋅
−

3

1

12
1

3
3

1
12

12

1 µλζµλζµλζµλ  

 
 

Sei   ( ) ( )
x

lnxlnxf
−

=−−=
1

1
1:  ,   

 

dann ist wegen  ( ) ( ) ( )[ ]xfxf
z

z
lnztanhar +−−⋅=

−
+⋅=

2

1

1

1

2

1
 nach den Regeln R(2), R(3) 

 

( ){ } ( ){ } ( ){ }[ ]xfxfztanhar ,,, −−⋅= µλµλµλ ZZZ
2

1
 

 

und wegen ( ) ( )zitanhar
i

zarctan ⋅⋅= 1
 

 

( ){ } ( ){ } ( ){ }[ ]xifxif
i

zarctan ,,, ⋅−−⋅⋅
⋅

= µλµλµλ ZZZ
2

1
 . 

 

5.2.  Die Zuordnungen für  µµµµ  =  0  =  0  =  0  =  0 

 
5.2.1.  Die Transformationsregeln 

 
Unter Verwendung der Transformationsregel der Logarithmusreihe  4.1.1.   
 

( ) ( )
[ ]

( ) ( )λλζ
λ

λ ,zPlnzk
k

zlnxf k
*

k

,
0

1

0
1

1
1 −⋅⋅⋅→•−−= ∑

−

=
 

 
erhält man nach  5.1.  

( ) ( )[ ]
[ ]

( ) ( )[ ] ( )
( )λ

λλζ
λ

λ
,zP

,zP
lnzzk

k
zlnzln kk

*
k

,

0

0

1

0

2

11

2

1
11

2

1
1

−
⋅+−−⋅⋅⋅⋅→•−−+⋅ ∑

−

=
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und schließlich die Transformationsregel des Areatangens  (k wird durch 2k-1 ersetzt) 
 

     ( ) ( )[ ] ( )
( )λ

λλζλ
λ

λ
,zP

,zP
lnz

k

k
ztanhar

k

k*,

0

0
2

1

1

120

2

1

12

12 −
⋅+⋅

−
−⋅→• ∑








⋅
+

=

−⋅    ,  11 ≠≤ z,z  . 

 

Analog (bzw. wegen  ( ) ( )zitanhar
i

zarctan ⋅= 1
) folgt die Regel für den Arkustangens  

 

     ( ) ( ) ( )[ ] ( )
( )λ

λλζλ
λ

λ
,ziP

,ziP
ln

i
z

k

k
zarctan

k

k*
k

,

⋅
⋅−

⋅
⋅

+⋅
−

−⋅−→• ∑







⋅
+

=

−⋅
−

0

0
2

1

1

12
1

0

2

1

12

121
   

                                                                                                                        iz,z −≠≤ 1 . 

 

5.2.2. Eigenschaften der aus  P0( z, λ λ λ λ > 1)  > 1)  > 1)  > 1)  gebildeten Quotienten  

 
a) Unter Verwendung der in  4.1.2. a)  auftretenden Koeffizienten 
 

( )
( )∑

∞<<<<≤ ⋅⋅⋅
==

ki...ii k
kk

i...ii
aa

211 21

1
λλ   ,     1>λ  

 
werden folgende Reihen definiert: 
 

( ) ( ) ∑∑
∞

=

∞

=

−
− ⋅+=⋅=

1

2
21

1

12
121 1::

k

k
k

k

k
k za,zv,za,zu λλ  

( ) ( ) ( ) ( )∑∑
∞

=

∞

=

−
−

− ⋅−+=⋅⋅−=
1

2
22

1

12
12

1
2 11:1:

k

k
k

k

k

k
k

k za,zv,za,zu λλ . 

 
Wie leicht zu überprüfen ist, gilt  ( ) ( )λλ ,ziu,zui ⋅=⋅ 12   und  ( ) ( )λλ ,ziv,zv ⋅= 12 . 
 
b) Mit Hilfe der Reihen 11 v,u  ergeben sich nach  4.1.2. a)  

 
( ) ( ) ( )λλλ ,zu,zv,zP 110 −=     und    ( ) ( ) ( )λλλ ,zu,zv,zP 110 +=−  , 

( )
( )

( )
( )λ

λ
λ
λ

,zv

,zu
tanhar

v

u
v

u

ln
uv

uv
ln

,zP

,zP
ln

1

1

1

1

1

1

11

11

0

0 2
1

1

⋅=
−

+
=

−
+

=
−

 

und für 11 ≠≤ z,z   aus 5.2.1. die Zuordnung 

 

( ) ( )
( )

( )[ ]
∑∑
∞

=

−⋅>
∞

=

−
⋅

−
−⋅

= →•
−

=
1

12

1

101

1

12

12

12

12
k

k*,

k

k
z

k

k

,zv

,zu
tanhar

k

z
ztanhar

λζ
λ
λλ

. 
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c) Mit Hilfe der Reihen 22 v,u erhält man nach b) und a) 
 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )λλλλλ ,zui,zv,ziu,ziv,ziP 22110 ⋅−=⋅−⋅=⋅  

 
( ) ( ) ( ) ( ) ( )λλλλλ ,zui,zv,ziu,ziv,ziP 22110 ⋅+=⋅+⋅=⋅−  

( )
( )

( )
( )λ

λ
λ
λ

,zv

,zu
arctani

v

u
itanhar

v

u
i

v

u
i

ln
,ziP

,ziP
ln

2

2

2

2

2

2

2

2

0

0 22
1

1

⋅⋅=







⋅⋅=

⋅−

⋅+
=

⋅
⋅−

 

und für iz,z ≠≤ 1  aus  5.2.1.  die Zuordnung 

 

( ) ( )

( )
( ) ( ) ( )[ ]

∑

∑
∞

=

−⋅−

>
∞

=

−
−

⋅
−

−⋅
−=

 →•
−

−=

1

121

2

2

01

1

12
1

12

12
1

12
1

k

k*k

,

k

k
k

z
k

k

,zv

,zu
arctan

k

z
zarctan

λζ
λ
λ

λ

. 

 
 
d) Durch Umstellung der Formeln aus b) und c) ergeben sich folgende Beziehungen  
 

( ) ( ) ( )λλλ ,zP,zP,zv 0012 +−=⋅   ( ) ( ) ( )λλλ ,zP,zP,zu 0012 −−=⋅  

 
( ) ( ) ( )λλλ ,ziP,ziP,zv ⋅+⋅−=⋅ 0022  ( ) ( ) ( )λλλ ,ziP,ziP,zui ⋅−⋅−=⋅⋅ 0022  

 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )λλλλλ ⋅=⋅−=− 22
000

2
1

2
1 ,zP,zP,zP,zu,zv  

 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )λλλλλλ ⋅−=⋅⋅=⋅⋅⋅−=+ 22 2
0

2
000

2
2

2
2 ,zP,ziP,ziP,ziP,zu,zv . 

 
 
Anmerkung: 
 
Aus der Anmerkung  4.1.2. 3) folgt für 2≥λ  
  

( )
( ) ( )2211

2
21

11

21 ki...ii k
k

i...iii...ii
a

k
⋅⋅⋅

⋅
⋅⋅⋅

= ∑
∞<<<<≤

−λλ  

( )
( )

( ) ( )!12!

1
2

!

1 2

22 +
⋅=⋅≤

⋅

−− kk
a

k

k

k
π

λλ  .        ( ) 0=
∞→

λ
λ

kalim . 

 

Aus der beständigen Konvergenz der Reihe ( ) k

k
k za ⋅+∑

∞

=1

1 λ  für 2=λ  folgt die beständige 

Konvergenz  der Reihe für 2>λ .   
 
Die Reihen  2211 v,u,v,u   und  ( )λ,zP0  sind dann ebenfalls beständig konvergent! 
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5.2.3. Anwendung auf den Spezialfall  λλλλ = 2 = 2 = 2 = 2    
    

Aus der bekannten Darstellung  4.1.2. 1)   ( ) ( )
z

zsin
,zP

⋅
⋅=

π
π

22
0  

und  den Folgerungen  
 

( ) ( )( ) ( ) ( )
z

zsinh

zi

zisin
,ziP,zP

⋅
⋅=

⋅⋅
⋅⋅=⋅=−

π
π

π
π

22 2
0

2
0  

 

( ) ( )( ) ( )
z

zsin
,zP,ziP

⋅⋅
⋅⋅=⋅=⋅

επ
επε 22 2

0
2

0       ,     ( ) i,i =+⋅= 21
2

1 εε  

 

( ) ( )( ) ( )
z

zsinh
,ziP,ziP

⋅⋅
⋅⋅=⋅⋅=⋅−

επ
επε 22 2

0
2

0 , 

 
ergeben sich die Spezialfälle der Beziehungen aus  5.2.2. d)  
 

( ) ( ) ( )
z

zsinzsinh
,zv

⋅⋅
⋅+⋅=

π
ππ

2
22

1           ( ) ( ) ( )
z

zsinzsinh
,zu

⋅⋅
⋅−⋅=

π
ππ

2
22

1  

 
 

( ) ( ) ( )
z

zsinzsinh
,zv

⋅⋅⋅
⋅⋅+⋅⋅=

επ
επεπ

2
22

2  ( ) ( ) ( )
zi

zsinzsinh
,zu

⋅⋅⋅⋅
⋅⋅−⋅⋅=

επ
επεπ

2
22

2 . 

 
Wendet man die Additionstheoreme auf das komplexe Argument an und benutzt die 
Beziehungen zwischen den Hyperbel- und Kreisfunktionen, so kann ε  eliminiert werden: 
 

( ) 






 ⋅⋅






 ⋅⋅+






 ⋅⋅






 ⋅=






 +⋅⋅= zsinzcoshizcoszsinhizsinhS
2222

1
2

:
πππππ

 

 

( ) 






 ⋅⋅






 ⋅⋅+






 ⋅⋅






 ⋅=






 +⋅⋅= zsinhzcosizcoshzsinizsinT
2222

1
2

:
πππππ

 

 

( ) 














 ⋅⋅






 ⋅±






 ⋅⋅






 ⋅⋅±=± zsinzcoshzcoszsinhiTS
2222

1
ππππ

. 

 
Damit ergeben sich die Formeln 
 

( ) 














 ⋅⋅






 ⋅+






 ⋅⋅






 ⋅⋅
⋅⋅

= zsinhzcoszcoshzsin
z

,zv
22222

1
22

2
ππππ

π
 

 

( ) 














 ⋅⋅






 ⋅−






 ⋅⋅






 ⋅⋅
⋅⋅

= zsinhzcoszcoshzsin
z

,zu
22222

1
22

2
ππππ

π
. 
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5.2.4. Zugehörige Bildreihen für 1≥λ      

 

a) Sei 2=λ . 
 
Aus 5.2.1. und 5.2.2. b) folgt für ( ) ( )ztanharzf =  die Bildfunktion  
 

( ) ( )
( )

( )
( )2

2

2

2

2

1
2

1

2
1

2
0

2
02

02
,zv

,zu
tanhar

,zP

,zP
lnzF , =

−
⋅=  

 
und mit 5.2.3.   
 

(15) 
( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( )zsin

zsinh
ln...zzzz

k

k

k

k

⋅
⋅⋅=+⋅+⋅+⋅=⋅

−
−

∑
∞

=

−⋅
π
πζζζζ

2

1

5

10

3

6

1

2

12

24 1062

1

24  

 
( ) ( )
( ) ( )zsinzsinh

zsinzsinh
tanhar

⋅+⋅
⋅−⋅=

ππ
ππ

      11 2 ≠≤ z,z  

 
Für 21:=z  gilt speziell 
 

(15a) 
( )

( )
( ) ( ) ( ) 







⋅=+⋅
⋅

+⋅
⋅

+⋅
⋅

=
⋅−
−

∑
∞

=
− 22

1
10

45

1
6

43

1
2

41

1

412

24
53

1
12

πζζζζ
sinhln...

k

k

k
k

. 

 

und durch Subtraktion von 






⋅=








3

5

2

1

4

1
lntanhar  

(15b) 
( )

( )
( )( ) ( )( ) 















⋅⋅=+−⋅
⋅

+−⋅
⋅

=
⋅−

−−
∑
∞

=
− 25

3

2

1
16

43

1
12

41

1

412

124
3

1
12

πζζζ
sinhln...

k

k

k
k

. 

 
Aus 5.2.1. und 5.2.2. c) folgt für ( ) ( )zarctanzf =  die Bildfunktion 
 

( ) ( )
( )

( )
( )2

2

2

2

2

1
2

2

2
2

2
0

2
02

02
,zv

,zu
arctan

,ziP

,ziP
ln

i
zF , =

⋅

⋅−
⋅

⋅
=  

 
und mit 5.2.3. 
 

(16) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) =+−⋅+⋅−⋅=⋅
−
−⋅−∑

∞

=

−⋅− ...zzzz
k

k

k

kk 1062

1

241

5

10

3

6

1

2

12

24
1

ζζζζ
 

 

             








 ⋅⋅






 ⋅+






 ⋅⋅






 ⋅








 ⋅⋅






 ⋅−






 ⋅⋅






 ⋅
=

zsinhzcoszcoshzsin

zsinhzcoszcoshzsin

arctan

2222

2222

ππππ

ππππ

     iz,z −≠≤ 21  
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Für 
22

1

⋅
=:z  gilt wegen  4

44

π
ππ ±

=






±







esinhcosh  

 

(16a) 
( ) ( )

( )
( ) ( ) ( )
















=+−⋅

⋅
+⋅

⋅
−⋅

⋅
=

⋅−
−⋅− −∞

=
−

−

∑ 2
53

1
12

1
10

85

1
6

83

1
2

81

1

812

241
π

ζζζζ
earctan...

k

k

k
k

k
. 

 

Für 
2

1=:z  gilt speziell ( ) ( )12
02 arctanzF , = , d. h. 

 

(16b) 
( ) ( )

( )
( ) ( ) ( )

4
10

25

1
6

23

1
2

21

1

212

241
53

1
12

1 πζζζζ =+−⋅
⋅

+⋅
⋅

−⋅
⋅

=
⋅−

−⋅−
∑
∞

=
−

−
...

k

k

k
k

k
. 

 
 
Anmerkung: 
 
Die Reihe (16b) kann auch aus folgender Eigenschaft des Arkustangens gewonnen werden: 
 

Es gilt wegen   
n

n
arctan

n

n
arctan

n
arctan

1

12

1
2

−−
+

=
⋅

 

die Summenformel 
12

1

1
2 +

=
⋅

∑
= m

m
arctan

n
arctan

m

n

 ( )1arctan→  für  ∞→m . 

 

Folglich 
( ) ( )

( )
( ) =








⋅⋅

−
−=

⋅−
−⋅−

∑∑∑
∞

=

−

−

∞

=

−∞

=
−

−

1

12

212
1

1

1
12

1 1

2

1

12

1

212

241

n

k

k
k

k

k
k

k

nkk

kζ
 

  ( )
42

1

2

1

12

1

1 1 1
2

12

2

1 π=
⋅

=








⋅
⋅

−
−=∑∑ ∑

∞

=

∞

=

∞

=

−−

n k n

kk

n
arctan

nk
. 

 
b) Sei 1=λ  . 
 
 Aus 5.2.1.  und  4.1.2. b)  folgt für ( ) ( )ztanharzf =  und 11 ≠≤ z,z , 

 

( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( )

( )z

z
ln

e

z

z

e
lnzz

k

k
zF

z

z

*
k

k*
, +Γ

−Γ⋅=












 −Γ⋅
+Γ

⋅+⋅=⋅
−

−
= ⋅

⋅−∞

=

−⋅∑ 1

1

2

11

12

1
1

12

12

1

12
01 γ

γ
ζζ

 

 
und die Bildreihe 
 

(17) 
( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( )z

z
lnz...zzzz

k

k k

k
+Γ
−Γ⋅+⋅−=+⋅+⋅+⋅=⋅

−
− −⋅

∞

=
∑ 1

1

2

1

7

7

5

5

3

3

12

12 75312

2

γζζζζ
. 

 
Diese Reihe erhält man auch durch Subtraktion der Reihen (1) mit den Argumenten  z und −z! 
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Mit ziz ⋅=:  folgt zu ( ) ( ) ( )zitanhar
i

zarctanzf ⋅⋅== 1
,  iz,z −≠≤ 1 , aus obigem Ergebnis 

die Darstellung 

( ) ( ) ( ) ( )
( )zi

zi
ln

i
z

k

k
zF

k

k*k
, +Γ

−Γ⋅
⋅

=⋅
−

−−=∑
∞

=

−⋅−
1

1

2

1

12

12
1

1

121
01

ζ
. 

 
Die zugehörige Bildreihe lautet  
 

(18) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( )zi

zi
ln

i
zzzz

k

k k

k

k

+Γ
−Γ⋅

⋅
−⋅=−+⋅−⋅=⋅

−
−− −⋅

∞

=
∑ 1

1

2

1
 

5

5

3

3

12

12
1 5312

2

γζζζ
. 

 
Anmerkungen: 
 
Setzt man yixz +=:   (x,y reell), so gilt 
 

1)  ( ) ( ) ∑
∞

=









−
−

−
+⋅−=+Γ

1

11
n

yn

x
arctan

yn

x
xyziarg ψ  

 
Beweis:   
Setze in xiyzi +−=+ 11  abkürzend xiyu +−=: . 
 
Es gelten folgende Relationen (siehe unten  *, ** ) 

       (1) ( ) ( ) ( )uNargunarguarg
N

n

+Γ=+++Γ ∑
−

=

1

1

1  , 

       (2) ( ) ( ) 0→⋅−+Γ NlnxuNarg   für   ∞→N  . 

Mit ( )
yn

x
arctanunarg

−
=+  folgt  aus (1) und  (2) 

( ) ( ) ( ) ( )   01
1

1

→⋅−+−Γ=⋅−
−

++−Γ ∑
−

=
NlnxxiyNargNlnx

yn

x
arctanxiyarg

N

n

  

 
Durch Erweiterungen entsteht der Ausdruck 
 

( ) ∑∑
−

=∞→

−

=∞→








−

−
−









−
−

−
=+−Γ

1

1

1

1

1
N

nN

N

nN n

x

yn

x
lim

yn

x
arctan

yn

x
limxiyarg  

( )











⋅−− ∑

−

=∞→
Nlnx

n

x
lim

N

nN

1

1

. 

Nach  4.3.3. 1) und  1.  folgt daraus 
 

( ) ( )[ ] xxy
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x
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x
ziarg

n

⋅−⋅+−+







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∞

=
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* Aus ( ) ( ) ( ) ( )[ ] ( )uarguuarguarguarg +Γ=+Γ⋅+=+++Γ 21111  folgt durch Induktion (1). 
 
** Aus der Definition der Gammafunktion nach Gauß  

 

( ) ( )
( ) ( )11

!1
:

−+⋅⋅+⋅
−⋅=Γ

∞→ Nu...uu

NN
limu

u

N
   und  ( ) ( ) ( ) ( )uNNu...uuu +Γ=−+⋅⋅+⋅⋅Γ 11  

      

     folgt     
( )
( ) 1=

+Γ
⋅Γ

∞→ uN

NN
lim

u

N
    mit  ( ) ( ) ( )NlnxiyNlnuu eeN ⋅+−⋅ ==   .    

     
    Also gilt für die Argumente des Genzwertes die Relation (2):  

 

    ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) 010 =→+Γ−⋅+=+Γ−+Γ arguNargNlnxuNargNargNarg u . �  
 

 
2)  Für die Real- und Imaginärteile von (18) gilt 
 

( ) ( )( )ziargziargxRe −Γ−+Γ⋅+⋅= 11
2

1γ  ,   
( )
( )zi

zi
lnyIm

+Γ
−Γ

⋅+⋅=
1

1

2

1γ  

 

 denn aus  
( )
( )

φieR
zi

zi ⋅=
+Γ
−Γ

1

1
  folgt  ( ) ( ) φφ ⋅−⋅=⋅

⋅
−

2

1

22

1
Rln

i
eRln

i
i  . 

 
3) Für reelles xz =  folgt aus (18) und 2), falls 11 ≤≤− x , 
 

(18* ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )xiargxxxx
k

k k

k

k +Γ+⋅=−+⋅−⋅=⋅
−
−− −⋅

∞

=
∑ 1 

5

5

3

3

12

12
1 5312

2

γζζζ
 , 

 

denn wegen ( ) ( )xixi +Γ=−Γ 11  ist ( ) ( )xixi +Γ=−Γ 11  , ( ) ( )xiargxiarg +Γ−=−Γ 11  . 

 
Für das Argument gelten die  weiteren Eigenschaften:  
 

4) ( ) ( )











−⋅=




 −+⋅−=+Γ ∑∑
=∞→

∞

=

N

nNn
n

x
arctanNlnxlim

n

x
arctan

n

x
xxiarg

11

1 γ  

 
Man beachte ( ) γψ −=1  und die Definition von γ  aus  1. 
 

5) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )xiargxiargxiargxixiargxiarg Γ+=Γ+=Γ⋅=+Γ
2

1
π

, falls 0>x . 

 

6)    
( ) γ−=+Γ

→ x

xiarg
lim
x

1

0
.    Dies folgt aus (18*). 

 
        



  G. Strey 
 

27 
 

5.3.  Die Bildfunktionen des Arkustangens als Grenz werte  

5.3.1. Die Transformationsformeln  ( für µµµµ = 0 )  

 
In den vorherigen Abschnitten wurde die Transformation des Arcustangens auf die des 
Logarithmus zurückgeführt und nur gelegentlich der Grenzwertansatz 3.1. benutzt.  
In diesem Abschnitt wird dieser Ansatz näher ausgeführt. 
 
Nach 3.1. R(9) erhält man für  
 

( ) ( ) ( ) 12
1

1

10

12

1 −⋅
−

=

−
⋅

−
−−= ∑ k

k

k

k
z

k
zarctanzg  ,  ( )( ) 1

2

1
1120 +


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

⋅
+=>⋅−=

λ
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die Bildfunktion als Grenzwert 
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∑ ∑
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2

1

1

121
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1
:

n k
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,
n

z
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z
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λ
λ

λλλλ , iz,z −≠≤ 1 . 

 
Damit lautet die Transformationsformel für die Arkustangensreihe 
 

     ( ) ( ) ( )[ ] ( )λλζλ
λ

λ ,zAz
k

k
zarctan

k

k*
k

,
0

2

1

1

12
1

0
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121 +⋅
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−⋅−→• ∑







⋅
+
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  ,   iz,z −≠≤ 1 . 

    
( ) ( )[ ]∑

∞

=

−⋅
−
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12
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k
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k
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Die Bildreihen haben die Form 
 

( ) ( )[ ] ( )λλζ ,zAzk
k
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k
k

0
12

1

0

12
12

1 =⋅−⋅⋅
−
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∑
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  ,   1
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1
0 +






⋅
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5.3.2. Eigenschaften der Grenzwerte  A0( z, λ λ λ λ )  )  )  )    
 
a)  Sei 0>λ  . 

 
1)  ( ) ( )λλ ,zA,zA 00 −=−  

 

2)  ( ) ( )
( )λ

λλ
,ziP

,ziP
ln

i
,zA

0

0
0 2

1 −
⋅=     , ( ) ( ) ( )λλ λ ,ziPe,ziP ,zAi −=⋅ ⋅

0
2

0
0     (5.2.1.) 
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3)  ( ) ( ) ( )( )λλλ ,xiPlnarg,xiParg,xA −=−= 000   für reelles x .   
 

      Dies folgt aus 2), denn ( ) ( )λλ ,xiP,xiP −= 00 ,  sowie ( ) ϕϕ irlnerln i +=⋅ . 

 

b)  Sei  1>λ .   Dann ist 0
2

11 =






 + λ
 und die Summe leer. 

1)  ( ) ∑
∞

=
=>

1
0 1

n n

z
arctan,zA λλ   =  

( )
( )λ

λ
,zv

,zu
arctan

2

2    (5.2.2.c)) 

 

2)  ( ) ( )
( )2

2
2

2
2

2
2

1
2

2
2

0
,zv

,zu
arctan

n

z
arctan,zA

n

==∑
∞

=
        (16)!   (5.2.4.) 

  

 3)  
42

1
2

2

1

1
20

π=
⋅

=






 ∑
∞

=n n
arctan,A          (16b), Anmerkung 

 

c)  Sei  1=λ .   Dann ist 1
2

11 =




 +
 . 

1)  ( ) ∑
∞

=







 −=
1

0 1
n

n

z

n

z
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ln

i
z

+Γ
−Γ⋅+⋅−

1
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2

1γ   (18)     (5.2.4.) 

 
 
2)  ( ) ( ) ( )xiargxxiargx,xA −Γ+⋅−=+Γ−⋅−= 1110 γγ    (18*)  (5.2.4. 4)) 

      

3)  Setze  ( ) ( ) ....iarg
n
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  (18a )      ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
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Aus 1)...3) folgt für reelle x 
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Anmerkung zu c) 4): 
 
Durch zweimaliges Anwenden des Additionstheorems des Arcustangens entsteht die  

Identität   ( )34

11

2

1
2

2 +⋅⋅
=−

⋅
⋅

aa
arctan

a
arctan

a
arctan .   Daraus folgt 
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





⋅=+






⋅ 1
2

1
21

2

1
2 010 ,B,A η   folgt nach c)1) , 5.3.1.  und (18a) 
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d)  Sei  21=λ .   1
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21 =
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1)  Aus 5.3.1. folgt 
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Anmerkung zu d) 5):  Analog zur Anmerkung c) 4) gilt 
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Hieraus folgt nach (19), (19a) und d) 3)  
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Wegen d) 4)  genügt der Nachweis für den Betrag.  Nach  4.1.2. d)  und  4.1.2. b)  
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Anmerkung.  Ohne Rückgriff auf  4.1.2. b)  ist der Beweis etwas aufwändiger: 
 

 ∏∏
−

=

⋅−

∞→

⋅−−−

=∞→
⋅+=⋅+=







−
1

1

1

2

11

2

11

1
0

1
1

2

1 N

n

n
N

nn

i
N

nN
e

n

n
lime

n

i
lim,iP  

( )
2

1

2

11

2

1
1

1

1

1

γ
−













−

∞→

⋅−

∞→
==⋅=

∑∑
−

=

−

= elimNlim

N

n

N

n
n

Nln

N

n

N
ee  . 



  G. Strey 
 

31 
 

5.3.3. Eine geometrische Deutung des Grenzwertes  ηηηη2222 

 

Die Punktfolge  )m(
n

i
z,z

m

n

m 111
1

1
1 >








+== ∏
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=

  bildet einen Streckenzug in der komplexen 

Ebene, der sich in seinem Verlauf einer Archimedischen Spirale annähert. 
 

Siehe Pólya/Szegö Band 1, III. Abschnitt, Aufgabe 42. 
Genauer: 
 

  Die Spirale  ( ) ( )02

1
rr +⋅= ϕϕ    mit  







−=
2

1
20 ζηr    approximiert den Streckenzug  zm . 

   
 Der Winkel 0≥ϕ  wächst im mathematisch positiven Drehsinn unbegrenzt. 
 
1. Begründung. 
 
In der Polarform ( )mmm iexprz ϕ⋅⋅=   gilt  01 11 == ϕ,r   und  für  m > 1 
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Daraus folgt 
 
Die Abweichung  ( ) mmm rr −=∆ ϕ   konvergiert mit wachsendem m gegen Null: 
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2. Für  r0  gilt die Reihe  (19a)  
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    und der Grenzwert 
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n
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1
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1
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


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3.  ( ) ( ) πϕπϕ =−+ rr 2  ,  ( )
2

2 0rkkr +⋅=⋅⋅ ππ .   Der „Windungsabstand“ ist gleich π .     

4.  02 rmm −⋅≈ϕ .    Die Abweichung geht mit wachsendem m gegen 0. 

 

0
11

22 0
1

0 →+−













−⋅=−−⋅ ∑

= m
arctanr

n
arctanmrm

m

n
mϕ . 

 
5.   ( ) ( ) 2212221

=⋅−+⋅≈−+ mm
mm

ϕϕ   ,  ( ) ( ) 11221
=−+=−+ mmrr

mm
 . 

     

    Der Winkelabstand beachbarter Punkte mit quadratischem Index ist annähernd gleich 2. 
    Auf jeder Windung liegen drei dieser Punkte. Sie ordnen sich auf drei „Spiralarmen“ an,  
    die je Windung um den Winkel 62 −⋅= πδ  zurückbleiben. 
 
6.  Die Kurvenlänge L wächst annähernd quadratisch mit der Windungszahl k . 
 

     ( ) ( ) ( ) ( ) dtrtdttrtrL ∫∫ ++⋅=′+=
ϕϕ

ϕ
0

2
00

22 1
2

1
 

  
( )

( ) ( )
0

2
0222 2

4

1

420

142142
4

1

r

r
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r
r
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rr
rrlnrr

ϕϕ
ϕ ⋅⋅+−≈

=

=











 +⋅+⋅++⋅⋅⋅=  

( ) ( )
0

0
0

2 2

4

1
2

r

rk
lnkrkkL

+⋅⋅
⋅+⋅⋅+⋅≈⋅⋅

ππππ  

 
7.  Die Windungslänge  Lk  wächst nahezu linear mit der Windungszahl k. 

 

      ( ) ( )( ) ( ) πππππ ⋅−−⋅⋅≈⋅−−⋅= 0
22212 rkkLkLLk    ≈  Anzahl der Punkte zm  !  

  
8. Grafische Darstellung 
 

      o  Punkte zm   ,    •   Punkte zm
2 ,    ____  Spirale r(ϕ) 

15 10 5 0 5 10 15

15

10

5

5

10

15

 

Der Streckenzug läßt sich iterativ 
konstruieren: 
Man trägt jeweils im Punkt zm-1 
senkrecht  auf rm-1 die Strecke 1 ab 
und erhält  zm . 
 

 

√1 
1 

1 

1 

√2 

√3 
√4 

z1 

z2 

z3 

z4 
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6. Bildfunktionen der binomischen Reihe 

6.1. Die allgemeine Transformationsformel ( ){ }α
µλ z, +1Z  

Gegeben ist die binomische Reihe  ( ) ( ) ∑
∞

=
⋅





=+=

0

1
k

kzkzzf αα   mit reellem 0≠α . 

Diese Reihe ist für positives ganzzahliges α = m und beliebigen  z eine endliche Summe. 
Für m≠α  ist die Reihe absolut konvergent  für 1<z und  falls 0>α  auch für  1=z  .   

Man beachte, dass stets der Hauptwert der Potenz ( ) ( )zlnezf +⋅= 1α  gemeint ist. 
 
Mit  beliebigen reellen µλ ,0>  sind  
 

   ( ) ( ) k
k

k

zkzzg ⋅





−+= ∑

−

=

1

0

0

1 αα   ,     { }010 ≥>+⋅= k,kkmink µλ  
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
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
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
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N

n

k

k
k
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n
,

n

z
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z

n
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n

z
g

n
limzG

NN 1

1
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0

1
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α

λµλµµλ
α . 

 
Die gesuchte Bildfunktion hat die Form 
 

( ) ( ) ( ) ( ) k
*

k
,

k
*

k

k
, zkkzGzkkzF ⋅+⋅⋅






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




= ∑∑

∞

=

−

=
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0

1

0

0

  . 

 
 

6.2. Die Bildfunktion  ( ){ }α
α z, +− 11Z  

 

6.2.1.  Der Fall  0 <0 <0 <0 < α  α  α  α  < 1 .< 1 .< 1 .< 1 . 
 
Mit 1=λ  und 0<−= αµ  gilt  [ ] 2110 =++= αk .  

Es folgt der Ansatz   ( ) ( ) ( ) ( )zzzkzzg
k

k ⋅+−+=⋅

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n

z
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und die Bildfunktion 
 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )zGzzGzkkzF ,
k

*
k

, +⋅−⋅+=+⋅−⋅





= −

=
− ∑ αζααζα

αα 101

1

0
1 . 
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Die Transformationsregel für alle 1≤z  und 10 << α  lautet 

 

( ) ( ) =⋅−⋅





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




=+ ∑∑

∞

=

−
∞

=

k

k

,

k

k zkkzkz αζαα αα

1

1

0

1  

                                                ( ) ( )∑
=

−∞→




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N
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1 α
αα ααζα . 

 
Die Bildfunktion erfüllt  folgende Beziehung 
 

(20*)   ( ) ( ) ( )ααα zzFzF ,, −−=−−− −− 11 11   . 

 
Beweis:  
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 ( ) ( ) ( ) ( ) ( )ααα αζα z)z(G)z(GzzzFzF ,, −−=−−−++−⋅−⋅=−−− −− 11111 11       �  

 
 
Die Beziehung (20*) läßt sich als Bildreihe darstellen: 
 

(20) ( ) ( ) ( )[ ] ( )ααζα zzzkk
kk

k

−−=−−−⋅−⋅





∑

∞

=
11

1

   10 << α    ,  111 ≤−≤ z,z  . 

 
Für 2110 ,,z =   ergeben sich aus (20) die speziellen Reihen 
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(20c) 
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Die Reihe (20b) konvergiert sehr langsam für 0≈α !  (20c) konvergiert schnell. 
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 Für 21=α  erhält man mit  
( )∏ ∏

= =

−=+−=




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
k

j
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j
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1 1
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2312121
 aus den Reihen (20a-c) 
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Subtrahiert man von (20) die Originalreihe  
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so entstehen weitere Reihen: 
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Für 2110 ,,z =   ergeben sich aus (21) die speziellen Reihen 
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(21d)   =  (21c)   für  21=z  
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6.2.2.  Bildreihen mit komplexem Argument ( für  0  <  <  <  < α  α  α  α  <  <  <  <  1 ). 

 
Die zulässigen komplexen Werte z der Beziehung (20) 
liegen in der Schnittmenge der Kreisflächen  

                 11und 1 ≤−≤ zz  . 

 
Dazu gehören die Punkte auf der Mittellinie  
 

( ) ieriyz ⋅−⋅=⋅−= ϕ1
2

1
 mit ierzz ⋅⋅==− ϕ1  

und   3≤y , 21
2

1
yr +⋅= , ( )yarctan=ϕ .  

1 

i 

 

 
Für diese Punkte erhält die Formel (20) die folgende Form  
 
(20#)   

( ) ( )[ ] ( ) ( )[ ]αϕαϕαζα ααϕαϕϕ ⋅⋅+⋅⋅−=⋅−=−−⋅⋅−⋅
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∑ sinicosrereerkk

iikkikk

k
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1

    

 
 
Zerlegt man diese Summe in Teilsummen mit geradem und ungeradem Laufindex und 
verwendet die Beziehungen 
 

( )[ ] [ ] ( )ϕϕϕϕϕ ⋅⋅⋅=−=−− ⋅⋅−⋅⋅⋅⋅−⋅⋅ ksinieeee ikikikkik 221 22222  
 

( ) ( ) ( )[ ] ( ) ( )[ ] ( )( )ϕϕϕϕϕ ⋅−⋅=+=−− ⋅−⋅−⋅−⋅⋅−⋅−−⋅−⋅ 1221 1212121212 kcoseeee ikikikkik , 
 
so liefert der Vergleich von Realteil und Imaginärteil die trigonometrischen Bildreihen  
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(23) ( ) ( )( ) ( )ϕαϕαζα α ⋅⋅⋅−=⋅−⋅⋅−−⋅
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mit  21
2

1
yr +⋅=    und     ( )yarctan=ϕ . 

 

Die reellen Parameter α und y sind wählbar in den Bereichen  10 << α  und 3≤y . 

 

Für  421:1 πϕ === ,ry    und  31  :3 πϕ === ,ry   sind nachfolgend die  
Bildreihen aufgeführt: 
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Für  21=α  folgen hieraus die Reihen  
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





⋅⋅






−






⋅⋅






−






⋅⋅






 ...ζζζ  

 

(22d)   
4

1

62

1

3
2

2

14
2

21

1

−=






⋅−=






 ⋅⋅






 −⋅






∑
∞

=

ππζ sinksin
k

k
k

                   

 

3
6

1

2

19
10

21
2

15
8
21

2

7
4
21

2

3
2
21 ⋅−=+















⋅






−






⋅






+














⋅






−






⋅






 ...ζζζζ  

 

(23d)   ( ) 3
4

1

62

1

3
12

2

34
12

21

1

⋅−=






⋅−=






 ⋅−⋅






 −⋅







−∑

∞

=

ππζ coskcos
k

k
k

                    

 

3
2

1

2

17
9
21

2
2

13
7
21

2

9
5
21

2

5
3
21

2
2

1
1
21 ⋅−=+







 +














−














+






















+














−














 .....ζζζζζ  . 
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6.2.3.  Der Fall  α  α  α  α  <  0 .<  0 .<  0 .<  0 . 
 
Mit 1=λ  und αβµ −== :  , β<0 ,  gilt  [ ] 1110 =+−= βk .  

Es folgt der Ansatz   ( )
( ) ( )

1
1

1

1

1 0

0

−
+

=⋅






−−
+

= ∑
=

ββ
β

z
z

kz
zg

k

k ,    01 ≠< z,z , 

 

( )
( ) ( )∑∑

=∞→= 










−

+
=












−

+
⋅=

∞→

N

nN

N

n nzn
lim

nnzn
limzG

N 11

111

1

11
βββββ . 

 
Der Grenzwert läßt sich mit der Hurwitzschen Zetafunktion ( )a,xζ ausdrücken, (6.2.4. 5): 
 

( )
( )

( ) ( )βζβζ βββ −−=











−

+
= ∑

=∞→ z
z,

nzn
limzG

N

nN

111

1

. 

 
 
Damit gilt für die Bildfunktion 
 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) βββ βζβζβζβ
z

z,zGzGzk
k

zF ,
k

*
k

,
1

1

0

0
1 −=+=+⋅+⋅







−= ∑
=

 . 

 
Die Transformationsregel für alle 01 ≠< z,z  und β<0  lautet 

 

( )
( ) ( ) β

β
β βζβζββ

z
z,zk

k
z

kz

k

k

,

k

k 1

1

1

0

1

0

−=⋅+⋅






− →•⋅






−=
+

∑∑
∞

=

∞

=
 

                                                  ( )
( )∑

=∞→ 










−

+
+=

N

nN nzn
lim

1

11
βββζ . 

 
 
und liefert die Bildreihe 
 

(24)  ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ββζβζββζββζβζβ
z

z,...zzzk
k

k

k

1
2

2
1 2

0

−=+⋅+






−+⋅+⋅−=⋅+






−∑
∞

=
         01 ≠< z,z , 10 ≠< ββ ,  

 
 
Anmerkung: 
 

Für den Binomialkoeffizienten gilt  ( ) 






 +−⋅−=






−
k

k
k

k ββ 11 . 
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6.2.4.  Anmerkungen zur Hurwitzschen Zetafunktion 
                 Siehe hierzu z. B. Whittaker/Watson XIII 13.5.  

 

1)  Die Hurwitzsche Zetafunktion ( )z,sζ mit dem komplexen Parameter ...,,,z 210 −−≠   

      ist eine auf der komplexen s-Ebene meromorphe Funktion mit dem einfachen Pol 1=s . 

     Sie ist die analytische Fortsetzung der in 2) definierten Reihe. 
 

Die folgenden Eigenschaften werden nur für reelles 10 ≠>= x,xs   formuliert. 

2)  ( )
( )∑

∞

= +
=

0

1

n
xzn

z,xζ  ,   1>x . 

  

3)  ( )
( )

( )












−
+−

+
= ∑

=

−

∞→

N

n

x

xN x

zN

zn
limz,x

0

1

1

1ζ  ,   10 ≠> x,x . 

 
4)    ( ) ( )1,xx ζζ =    Die Riemannsche Zetafunktion ist ein Spezialfall, (vgl. 1. ).  
 

5)  ( ) ( )
( )∑

∞

= 










−

+
+=−

1

111

n
xxx nznz

xz,x ζζ . 

 
     Für 1>x ist das klar.  

     Für 10 << x  folgt 5) wegen ( ) ( ) ( ) ( ) 01 111 →+⋅⋅−=−+ −−−−− xxxx NONzxNzN . 
 

6)  ( ) ( )
( )xz

z,xz,x
−

=−−− 1
1ζζ  ,   ...,,,z 210 ±±≠  . 

     6) folgt aus 5), denn 
( ) ( ) ( ) ( )xx

N

n
xx zNzznzn −+

−
−

=












−+
−

−
∑

= 1

1

1

1

1

11

1

. 

 
 
7)  ( ) ( )[ ] ( ) ( ) ( )zzxz,xlim

x
ψγψψζζ −−=−=−

→
1

1
       

 

     Diese Beziehung  folgt aus  5)  und  4.3.3. 1) − 3).  
 
     Nach 3) ergeben  sich die Ableitungen nach z : 
 

8)  ( ) ( )z,xxz,x
dz

d +⋅−= 1ζζ  ,  ( ) ( ) ( )
( ) ( )z,xn
x

xn
z,x

dz

d n
n

n
+⋅

Γ
+Γ⋅−= ζζ 1  

9)  ( ) ( )z
dz

d
z, ψζ =2  ,  ( ) ( ) ( ) ( )z

dz

d

n
z,n

dz

d

n
z,n

n

nn
ψζζ ⋅−=⋅−=+

!
11

1 ,  2≥n  . 

     

      9) gilt wegen  4.3.3. 1): ( )
( )∑∑

∞

=

∞

= +

−−=


















 −
+−

−−=
0

2
1

11

1

1

nn znnzndz

d
z

dz

d γψ   und 8) .  
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10)   ( ) ( )x,x x ζζ ⋅−=







12

2

1
  , 1>x  .    

      

     Denn   
( ) ( ) 













−⋅=

+
=







 ∑ ∑∑
∞

=

∞

= ⋅

∞

= 1 1
2

0

11
2

12

2

2

1

n n
nx

x

n
x

x

x
nn

,xζ . 

 

 11) Speziell gilt wegen ( ) ( )
m

m

m
B

m
m 2

2

12

!2

2
2 πζ ⋅⋅⋅=

−
  (Bernoullizahlen mB2 ) 

 ( ) ( ) ( )
945

6
90

4
6

2
642 πζπζπζ === ,,   und  

152

1
6

62

1
4

22

1
2

642 πζπζπζ =






=






=







,,,,, . 

 
 

6.2.5.  Zusammenstellung zugehöriger Bildreihen ( α  α  α  α  <  0 )<  0 )<  0 )<  0 ) 
 
Aus der Bildreihe (24)  ggf. in der Form 
 

(24*) ( ) ( ) ( ) ( ) ββζβζβζβ
z

z,zk
k

k k

k

k 111
1

−−=⋅+






 +−−∑
∞

=
,   01 ≠< z,z , 10 ≠> ββ ,  

 
sind in vielfältiger Weise weitere Bildreihen kombinierbar. 
 

a)  Für 1→β   erhält man nach 6.2.4. 7)   ( ) ( ) ( )
z

zzkk
k k

k

k 1
11

1

−−−=⋅+⋅





⋅−∑

∞

=
ψγζ . 

      
Das ist die  Bildreihe (9*)  aus dem Abschnitt  4.4.2. ! 
 
 

b)  Sei  ganzz.21 ,n ≥+=β  ,  01 ≠< z,z  

 

Dann gilt  nach  (24*) mit 





 +=






 +

n
kn

k
nk  und  6.2.4. 9)   

(25) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )
11

0

1

!

11
111 ++

∞

=
−⋅−=−+=⋅++






 +−∑ n

n
n

n
k

k

k

z
z

nz
z,nzknn

kn ψζζ  

 
Diese Reihe entspricht der n-ten Ableitung von (9*) ! 
 
Für 21=z   und  ganzz.2,m ≥  ensteht aus (25) die Reihe 
 

(26)  ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) =+−+⋅







−
+++⋅








−−=+⋅







−
+−−∑

∞

=
...

m
m
mm

m
mm

km
m

km
k

k

k
21

0 2

2
1
1

2

1
121

11
ζζζζ

 

               ( ) ( ) mmm m,m 2122
2

1 −⋅−=−






= ζζ  
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Zum Beispiel gilt für 2=m  :   ( ) ( ) ( ) ( )
4

22

5
1
4

2

4
1
3

2

3
1
22

2

321
−=−+⋅






−⋅






+⋅






− πζζζζ ...  bzw. 

 

(26a) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
3

4
2

6
5

2

5
4

2

4
3

2

3
2

2

1
1

2

43211
2

πζζζζζ −=−+⋅−⋅+⋅−⋅=+⋅⋅− −

∞

=
∑ ...

k
k

k
k

k  . 

 
Analog findet man für 4=m : 
 

(26b) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
90

7
8

2

7
3
6

2

6
3
5

2

5
3
4

2

1
31

4

4322
4

πζζζζ ⋅−=+−⋅





+⋅






−⋅






=+⋅






⋅− −

∞

=
∑ ...

kk
k

k

k . 

 
 
c)  Aus (24*) und  6.2.4. 6)  findet man analog zu  6.2.3. (20) die zusammengesetzte Bildreihe 
 

(27) ( ) ( )[ ]
( )ββζβ

z
zzk

k
k kk

k −
=−−⋅+⋅







 +−∑
∞

= 1

1
11

1

  ,  111 <−< z,z ,  0>β . 

 
Wegen a) und  4.3.3. 3) ist die Reihe auch für 1=β  gültig! 
 
Für 21=z  erhält man die spezielle Reihe 
 

(27a) 
( ) ( ) ( ) ( ) ββζββζββζββζβ

2
4

5
5

4

4

3
3

2
1

4

12
12

2
21

0

=++⋅






 +++⋅






 +++⋅=++⋅







+
+∑

∞

=
...

k
k
k

k
k

 

 
und insbesondere mit 1=β  die Reihe (8b) aus 4.2.2.. 
 
 
d)  Anknüpfend an 6.2.2. können aus (27) trigonometrische Reihen erzeugt werden. 
 

Mit ( ) ieriyz ⋅⋅=⋅+= ϕ1
2

1
 und ierzz ⋅−⋅==− ϕ1   erhält (27) die Form 

 

(27#)  ( ) ( )[ ] ( ) ( )[ ]βϕβϕβζβ βϕϕ ⋅⋅+⋅⋅=−−⋅⋅+⋅






 +− −⋅⋅−⋅⋅
∞

=
∑ sinicosreerk

k
k ikkikk

k

11

1

. 

 
Für die Parameter β  und  y  sind folgende Bereiche zulässig:  0>β    ,   3<y  . 

 

Weiterhin gilt  21
2

1
yr +⋅= ,   ( )yarctan=ϕ  . 

 
Der Vergleich von Real- und Imaginärteilen beider Seiten liefert analog  6.2.2  schließlich die 
trigonometrischen Teilreihen: 
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(28) ( ) ( ) ( )ϕβϕβζβ β ⋅⋅⋅=⋅⋅⋅+⋅






 +− −
∞

=
∑ sinrksinrk

k
k k

k
2

1
22

2
12 2

1

 

 

(29) ( ) ( )( ) ( )ϕβϕβζβ β ⋅⋅⋅=⋅−⋅⋅+−⋅







−

+− −−
∞

=
∑ cosrkcosrk

k
k k

k
2

1
1212

12
22 12

1

 . 

 
 
Hieraus resultieren z.B. folgende Reihen: 
 

4211 πϕ === ,r,y  . 
 

(28a) 
( )








 ⋅⋅=






 ⋅⋅+⋅






 +−
−

∞

=
∑ 4

2
22

2
2
12

1
1

πβπβζβ β sinksin
k

k
k

k
k

 

 

(29a) 
( ) ( ) 







 ⋅⋅=






 ⋅−⋅+−⋅







−

+− −
−

∞

=
∑ 4

2
4

12
2

12
12

22 1
1

1

πβπβζβ β coskcos
k

k
k

k
k

 

 

63131 πϕ === ,r,y  . 
 

(28b) 
( )








 ⋅⋅⋅=






 ⋅⋅+⋅






 +−∑
∞

= 6
3

2

1

33

2
2
12

1

πβπβζβ β sinksin
k

k
k

k
k

 

 

(29b) 
( ) ( ) 







 ⋅⋅⋅=






 ⋅−⋅+−⋅







−

+− −
∞

=
∑ 6

3
2

1

6
12

3

12
12

22 1

1

πβπβζβ β coskcos
k

k
k

k
k

. 

 
 
Mit geeigneten Werten für β  entstehen viele einprägsame spezielle Zahlenreihen. 
 
Setze z. B. 1=β  sowie 2=β  in (28a) und (29a) ein: 
  

(28c)  
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

1
4

23

4

19

4

15

4

11

4

7

4

3
543210

=+−+−+− ...
ζζζζζζ

 

 

(28d)  
( ) ( ) ( ) ( ) ( )

1
2

20
19

2

16
15

2

12
11

2

8
7

2

4
3

97531
=+−⋅+⋅−+⋅−⋅ ...

ζζζζζ
 

 

(29c)  
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

1
2

14

2

12

2

10

2

8

2

6

2

4

2

2
6543210

=−−++−−++−− ...
ζζζζζζζ

 

 

(29d)  
( ) ( ) ( ) ( ) ( )

0
2

11
10

2

9
8

2

7
6

2

5
4

2

3
2

43210
=++−−⋅+⋅+⋅−⋅−⋅ ...

ζζζζζ
       u.s.w. . 
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7. Bildfunktionen der Exponential- und trigonometri schen Funktionen 

7.1. Die allgemeine Transformationsformel { })xexp(,µλZ  

Gegeben ist die Exponentialreihe  ( ) ( ) ∑
∞

=
⋅==

0
!

1

k

kz
k

zexpzf   ,  z  beliebig komplex. 

Mit  beliebigen reellen µλ ,0>  sind  
 

   ( ) ( ) k
k

k

z
k

zexpzg ⋅−= ∑
−

=

1

0

0

!

1
  ,     { }010 ≥>+⋅= k,kkmink µλ  

 

( ) ∑ ∑∑
=

−

=
+⋅

= 












⋅−








=








=

∞→∞→

N

n

k

k
k

kN

n
,

n

z

kn

z
exp

n
lim

n

z
g

n
limzG

NN 1

1

01

0

!

111
µλλµλµµλ . 

 
Die gesuchte Bildfunktion hat die Form 
 

( ) ( ) ( ) ( ) k
*

k
,

k
*

k

k
, zk

k
zGzk

k
zE ⋅+⋅⋅=+⋅+⋅⋅= ∑∑

∞

=

−

=
µλζµλζ µλµλ

0

1

0
!

1

!

10

  . 

 
 

7.2. Die Bildfunktionen  ( ){ }zexp,01Z , ( ){ }zexp,1λZ  und  ( ){ }zexp, 1>µλZ  

 
7.2.1.  Bildgrenzwerte und Transformationsregeln 

 
Für 01 == µλ ,  und 20 =k  folgt der Ansatz   

( ) ( ) zzexpzg −−= 1 ,  ( ) ∑
∞

=







 −−






=
1

01 1
n

, n

z

n

z
expzG  , 

 
Für 10 => µλ , und 10 =k  folgt der Ansatz 

 

( ) ( ) 1−= zexpzg ,  ( ) ∑
∞

=








−







⋅=

1
1

11

n
, nn

z
exp

n
zG λλ  

 
Für 10 >> µλ , und 00 =k  folgt der Ansatz 

 

( ) ( )zexpzg =  ,   ( ) ∑
∞

=
















⋅=

1

1

n
,

n

z
exp

n
zG λµµλ  .  
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Die Transformationsregeln für alle ∞<z   lauten demnach 

 

( ) ( ) ( ) ∑∑∑
∞

=

∞

=

∞

=







 −−






+⋅=⋅⋅=→•⋅=
11

01
01

0

1
!

1

!

1

n

k
*

k
,

,

k

k

n

z

n

z
expzzk

k
zEz

k
zexp γζ   

                           ( ) ( ) ∑∑
∞

=

∞

=








−







+=⋅+⋅⋅= →•

10
1

1 11
1

!

1

n

k
*

k
,

,

nn

z
exp

n
zk

k
zE λλ

λ γλζ

            ( ) ( ) ∑∑
∞

=

∞

=

>
















=⋅+⋅⋅= →•

10

1 1

!

1

n

k
*

k
,

,

n

z
exp

n
zk

k
zE λµµλ

µλ µλζ . 

 
Offensichtlich (und nach Regel R(7) ) gilt der differentielle Zusammenhang 
 

( ) ( )zEzE
dz

d
m,,m

m

λµλµλ ⋅+=     . 

 

Aus der Definition von γ  folgt   ( ) ( ) zNlnz
n

z
explimzG

nN
, ⋅−












⋅−







 −






= ∑
∞

=∞→
γ

1
01 1 . 

 

Setzt man ( ) ( )











⋅−







 −






= ∑
=∞→

N

nN
Nlnz

n

z
explimzE

1

1:   ,  so gilt 

 

(30) 
( ) ( ) ( ) ( ) ( )zE...zzzzz

k

k k

k

* =+⋅+⋅+⋅+⋅=⋅∑
∞

=

432

1
!4

4

!3

3

!2

2

!

ζζζγζ
 

 
Bei bekanntem ( )zE  erhielte man aus Reihe (30) weitere Ergebnisse wegen 

  ( ) ( )zEzE ,01= ,  ( ) ( )( ) ( )zEzEzE
dz

d
m,

m
m

m

1==   . 

 
7.2.2. Ein Beispiel: Die Bildreihe als Wahrscheinli chkeitsdichte 

 

Wir bilden für beliebige reelle Werte x und 3>m  die Reihen  ( )













−= + 2

:
2

12
x

Em,xf m, , 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ...xmxmmxmk
k

m,xf k

k
k

k
−⋅+

⋅
+⋅+−+=++

⋅

−= ∑
∞

=

4
2

22

0

5
2!2

1
3

2

1
112

2!

1 ζζζζ . 

 
Die zugehörige Bildfunktion lautet 

( ) ( ) ( )n,x
n

lim
n

x
exp

nn
limm,xflimm,xf

N

n
mN

N

n
mN

N
N

φπ ⋅⋅⋅=














⋅
−⋅⋅== ∑∑

=∞→=∞→∞→ 1
2

2

1

1
2

2

11
 , 
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wobei  ( )














⋅
−⋅

⋅⋅
=

2

2

22

1

n

x
exp

n
n,x

π
φ  die Wahrscheinlichkeitsdichten von Normal-

verteilungen mit dem Erwartungswert 0 und den Varianzen n2 sind. 
 

Die Funktion (31) ( )
( )

( ) ( ) ( )n,x
nm

m,xf
m

m,xf
n

m* φ
ζπζ

⋅⋅=⋅
⋅⋅

= ∑
∞

=1

11

2

1
  

ist die Dichte einer Verteilung mit dem Erwartungswert 0 und der Varianz ( ) ( )mm ζζ 2− . 
 
Die Verteilung ist symmetrisch zum Erwartungswert und ihre Verteilungsfunktion ist 

             ( )
( )

( ) ξξ
πζ

dm,f
m

m,xF
x

* ∫⋅⋅
+=

0
2

1

2

1
  . 

 
Beweis:  Es ist ( ) 0>m,xf , stetig und ( ) ( )m,xfm,xf =−  wegen ( ) ( )n,xn,x φφ =−  , 
 

( ) ( ) ( )m
n

dxm,x
n

dxm,xf
N

n
m

N

n
mN ζππφπ ⋅⋅→⋅⋅⋅=⋅⋅⋅= ∑∫∑∫

=

∞

∞−=

∞

∞−

21
1

2
1

2
11

 , 

 

( ) ( ) 00
1

2
1

2
11

=⋅⋅⋅=⋅⋅⋅⋅=⋅ ∑∫∑∫
=

∞

∞−=

∞

∞−

N

n
m

N

n
mN

n
dxm,xx

n
dxm,xfx πφπ  , 

 

( ) ( ) ( )22
1

2
1

2 2

1

2

1

2 −⋅⋅→⋅⋅⋅=⋅⋅⋅⋅=⋅ ∑∫∑∫
=

∞

∞−=

∞

∞−

mn
n

dxm,xx
n

dxm,xfx
N

n
m

N

n
mN ζππφπ  . 

� 
 

Das Bild stellt Dichtefunktionen für 4=m  dar: 

3 2 1 0 1 2 3

0.1

0.2

0.3

0.4

a)
b)
c)

 

 a) Normalverteilung ( )1,xφ  mit 12 =σ    

     und  ( ) 39890
2

1
10 ,, ≈

⋅
=

π
φ  

 

 b) Normalverteilung ( )σφ ,x  mit  

     
( )
( ) 23281

15

4

2
2

2 ,≈==
πζ

ζσ   und  

    ( ) 32360
302

1
0

2
,, ≈=

⋅⋅
= π

σπ
σφ  

  
 c) Die Verteilung ( )4,xf*  mit gleichem  

     
( )
( )4

22

ζ
ζσ =   und dem Maximum   

    ( ) ( )
( )

38210
42

5
40 ,,f* ≈

⋅⋅
=

ζπ
ζ

 . 
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Die Kurven b) und c) verdeutlichen die Tatsache, dass ( )m,xf*  keine Nomalverteilung ist! 

a) zeigt die resultierende Dichte*f , wenn alle Dichten ( )n,xφ  durch ( )1,xφ  ersetzt werden.  
 
Anmerkung: 
 
Der Verteilungsfunktion ( )m,xF*  liegt folgendes Versuchsschema  zu Grunde: 

Ein System kann beim Aktivieren genau einen der Zustände ...,,,n 321= mit dem Sollwert 0 

annehmen.  Der Zustand n tritt dabei mit der relativen Häufigkeit ( ) ,m,mn m 3>− ζ   auf.  

Jeder Zustand n kann eine Abweichung x vom Sollwert besitzen. Diese Abweichung ist 

normalverteilt mit der Varianz .n22 =σ  

( ) ( )xXPm,xF* <=  ist die Wahrscheinlichkeit dafür, dass bei einer Aktivierung des Systems 
die Abweichung kleiner als x ist. 
 
 
Aus der Interpretation als Dichte und Verteilungsfunktion ergeben sich Grenzwerteausagen 
für die Reihen ( )m,xf*  und ( )m,xF*  für ∞→x   und  3>m   :   
 

(31a) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
0

2!2

5

2

3
1

2!

12
1 4

2
22

0

→+−⋅
⋅
++⋅+−+=⋅

⋅
++⋅−∑

∞

=
...x

m
x

m
mx

k

mk k
k

k

k ζζζζ
 

 

(31b) ( ) ( )
( )

( ) ( ) ( )
...x

m
x

m
xmx

kk

mk k
k

k

k +−⋅
⋅⋅

++⋅
⋅
+−⋅+=⋅

⋅⋅+

++⋅− +
∞

=
∑ 5

2
312

0 2!25

5

23

3
1

2!12

12
1

ζζζζ
 

         ( ) πζ ⋅⋅⋅→ 2
2

1
m  

 
Da die Potenzreihenentwicklungen an der Stelle 0=x  erfolgten, sind (31a) , (31b) kaum 
numerisch nachvollziehbar. 
Die Abbildung zeigt die Näherungspolynome von ( )4,xf*  bis zur 8.  bzw. 20. Potenz ! 

4 3 2 1 0 1 2 3 4

0.1

0.2

0.3

0.4

0.5

.
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7.3. Bildfunktionen der trigonometrischen Funktione n 

 

7.3.1. Die Darstellung mittels der Bildfunktion ( )ziE λ,µ  

Auf Grund der Regeln  R(2), R(3)  ergeben sich aus der Darstellung der trigonometrischen 
Funktionen mit Hilfe der Exponentialfunktion analoge Darstellungen ihrer Bilder. 
 

 ( ) ( )
( ) ( ) ( )

( ) ( )( ) 12

00

12 12
!12

1

!12

1 +
∞

=

∞

=

+ ⋅++⋅⋅
+

−= →•⋅
+

−= ∑∑ k
*

k

k

,
,

k

k
k

zk
k

zSz
k

zsin µλζµλ
µλ

 

     
( ) ( )

i

ziexpziexp

2

−−=            
( ) ( )

i

ziEziE ,,

2

−−
= µλµλ

 

 

 ( ) ( )
( ) ( ) ( )

( ) ( ) k
*

k

k

,
,

k

k
k

zk
k

zCz
k

zcos 2

00

2 2
!2

1

!2

1 ⋅+⋅⋅−= →•⋅−= ∑∑
∞

=

∞

=
µλζµλ

µλ
 

     
( ) ( )

2

ziexpziexp −+=                       
( ) ( )

2

ziEziE ,, −+
= µλµλ

 

 
Die Bildfunktionen µλ ,S  und  µλ ,C  sind an der Stelle 0=z  in Potenzreihen entwickelt. 

Anderseits lassen sich aus den obigen Darstellungen mittels mit 7.2.1 die Grenzwerte für die 
Bildfunktionen als (im wesentlichen) trigonometrische Reihen aufstellen: 
 

( ) ∑
∞

=







 −






+⋅=
1
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z
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∞

=







 −




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∞

=
















⋅=

1
1

1

n
,

n

z
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n
zS λλ             ( ) ∑

∞

=








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






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1
1
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n
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z
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∞

=
> 





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








⋅=

1
1

1

n
,

n

z
sin

n
zS λµµλ  ( ) ∑

∞

=
> 
















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1
1

1

n
,

n
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n
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Im Unterschied zu den Fourier-Reihen werden nicht trigonometrische Funktionen von 
Vielfachen des Arguments überlagert, sondern von Bruchteilen des Arguments.  
Für diese gilt z. B. nicht die Orthogonalitätsbedingung ! 
 
Für 01 == µλ ,  gelten in Analogie zu ( )zE  aus  7.2.1.  bzw. (30) die Abkürzungen  
 

  ( ) ( ) ( ) ( )
i

ziEziE
zSzS , 2

: 01
−−==    ,   ( ) ( ) ( ) ( )

2
: 01

ziEziE
zCzC ,

−+==       

mit den Grenzwerten 
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










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





= ∑
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N
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sinlimzS

1

:   , ( ) ∑
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




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





=
N

nN n
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coslimzC

1

1:   (s. o.)  . 
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7.3.2. Einige Eigenschaften der Bildfunktionen ( )zS λ,µ  und ( )zC λ,µ  

 
Aus den Darstellungen von S und C als Potenz- bzw. trigonometrische Reihen können viele 
Eigenschaften der Bildfunktionen gewonnen werden. Aufgrund der Transformationsregeln 
sind gewisse Ähnlichkeiten zu den Eigenschaften der trigonometrischen Funktionen zu 
erkennen. 
 
1) Differentielle Zusammenhänge 
 

( ) ( )zCzS
dz

d
,, λµλµλ +=    ( ) ( )zSzC

dz

d
,, λµλµλ +−=  

 

 ( ) ( ) ( )zSzS
dz

d
m,

m
,m

m

λµλµλ ⋅+−= 22

2
1     ( ) ( ) ( )zCzC

dz

d
m,

m
,m

m

λµλµλ ⋅+−= 22

2
1  

 

( ) ( ) ( ) ( )zCzS
dz

d
m,

m
,m

m

λµλµλ ⋅+++

+
−= 1212

12
1    ( ) ( ) ( ) ( )zSzC

dz

d
m,

m
,m

m

λµλµλ ⋅+++

+
−= 1212

12
1  

 
 
2) Unter Verwendung von 1) führen Koeffizienten der Taylorentwicklung auf die Beziehung  
 

( ) ( )0λµλµλζ ⋅+=+⋅ n,* Cn  

 
   Nachweis: 

   Für ( )zS ,µλ  gilt ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( )( )µλζλµλ ++⋅⋅

+
−=−⋅

+
= ⋅+++ 12

!12

1
1

!12

1
1212 k

k
zC

k
a *

k

k,
k

k  

 

    Für ( )zC ,µλ  gilt ( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( )µλζλµλ +⋅⋅−=−⋅= ⋅+ k

k
zC

k
a *

k

k,
k

k 2
!2

1
1

!2

1
22   �  

 
   Die Formel folgt auch sofort aus der Reihe 

    ( ) ( ) ( ) ...
z

nznzC **n, +⋅⋅++⋅−⋅⋅++⋅=⋅+ !2
20

2
0 λµλζλµλζλµλ  . 

 
3) In Analogie zur Eulerschen Formel gilt 
 
   ( ) ( ) ( )zSizCziE ,,, µλµλµλ ⋅+=  

 
4) Symmetrieeigenschaften 
 

( ) ( )zSzS ,, 11 ≥≥ −=− µλµλ   ( ) ( )zCzC ,, 11 ≥≥ =− µλµλ  

 
( ) ( )zSzS ,, 0101 −=−    ( ) ( )zCzC ,, 0101 =−  
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5) Die Funktionen ( ) ( )xSxF , 1≥= µλ   bzw. ( ) ( )xCxF , 1≥= µλ  mit reellem Argument x sind 

für ganzzahlige  ...,,m 21==λ   auf Grund folgender Eigenschaft „fast periodisch“: 
 

   Zu jedem 0>ε  existiert ein ( )εpp = derart, dass für alle x gilt  

            ( ) ( ) επ <−⋅⋅+ xFpxF 2 . 

   Für 0→ε  gilt ( ) ∞→εp  . 
 
     Beweis (für C): 
    

   Die Summe 







⋅∑

=
m

N

n n

x
cos

n1

1
µ ist periodisch. Wählt man nämlich das kleinste gemeinsame 

   Vielfache ( )N,...,,kgV)N(v 21=  der Zahlen N,...,,n 21= ,so gilt, da 
( )
n

Nv
 ganzzahlig ist, 
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π
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   Es ist N derart zu bestimmen, dass folgende Abschätzung erfüllt ist: 
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
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 . 

 
   Dies ist stets möglich, da die Summe gegen ( )µζ⋅2  konvergiert.   �  
 

   Man wähle zu vorgegebenen 0>ε  ein ( )εNN =  mit ( )
2

1

1

εµζµ −>∑
=

N

n n
 und bilde das  

   kleinste gemeinsam Vielfache ( )N,...,,kgV)N(v 21= .  Dann ist ( ) ( )mNvp =ε . 
 

   Mit 0→ε  geht ( ) ∞→εN  und damit auch ( ) ( ) ∞→= mNvp ε  . 
 
6) Die in 5) genannten Funktionen sind beschränkt:    
 

( ) ( )µζµλ ≤> xS , 1    , ( ) ( )µζµλ ≤> xC , 1  . 

 

    Denn es ist z. B.  ( ) ( )µζµλµµλ =⋅≤
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7.3.3. Ein veranschaulichendes Beispiel 

 
Gegeben ist die Funktion 
 

 ( ) ( )
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Wir bilden die Näherungen (für reelle x) 
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Es ist ( ) ( ) ( ) ...,CxCmax ,, 64491620 2
2121 ≈=== πζ .       ( Vgl. 7.3.2. 6) )     

Mit 80,=ε   ist 2=N , denn ( ) ...,
,

,
nn

24491
2

80
2251

12

1
2

=−>=∑
=

ζ ,  ( ) ( ) 22 1== vp ε . 

Für alle x gilt ( ) ( ) 804 2121 ,xCxC ,, <−⋅+ π .     ( Vgl.7.3.2. 5) ) 

 
In der Grafik sind  a) ( )10,xP ,   b) ( ) ( )6021 ,xCxC , ≈   und   c) ( )2,xC   dargestellt.  
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7.4. Uneigentliche Integrale mit ( )zE λ,µ , ( )zS λ,µ  und ( )zC λ,µ  

7.4.1. Verwendete Integrale 

 
Für die nachfolgenden Ausführungen werden drei für 0>x   geltende Integrale bereitgestellt: 
 

(1)  !1

0

nxdzze nnx

z

⋅=⋅ +
∞ −
∫   , 

 (2)  
222

0 1

11



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
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=

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
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∫
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z
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 , 

(3)  
2

2

22
0 1
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







+

⋅=⋅
+
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


⋅
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nnnx
dz
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z
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 . 

 

(1)  folgt mit der Substitution  xzt =  aus der Integraldefinition der Gammafunktion  

( ) dtten nt
∫
∞

− ⋅=+Γ
0

1  . 

(2) und (3) ergeben sich aus  

( ) ( ) ( )( )zbsinbzbcosa
ba

e
dzzbcose

za
za ⋅⋅+⋅⋅−⋅

+
=⋅⋅

⋅−
⋅−

∫ 22
 , 

 ( ) ( ) ( )( )zbcosbzbsina
ba

e
dzzbsine

za
za ⋅⋅−⋅⋅−⋅

+
=⋅⋅

⋅−
⋅−

∫ 22
 . 

 
7.4.2. Bildreihen der uneigentlichen Integrale 

 

Wendet man (1) (gliedweise!) auf die Potenzreihen von ( )zE ,µλ , ( )zC ,µλ  und ( )zS ,µλ an, 

so erhält man Bildreihen, die offensichtlich für reelle 10 << x  konvergieren. 
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∞
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In gleicher Weise wie für die Bildreihen können die uneigentlichen Integrale auch aus den 
Bildgrenzwerten berechnet werden: 
 
a) Aus 7.2.1. erhält man mit (1) 
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b) Aus 7.3.1. erhält man mit (2) 
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c) Aus 7.3.1. erhält man mit (3) 
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Zusammenfassend gelten also folgende für 10 << x   hergeleiteten Bildreihen, bei denen 
gelegentlich Kürzungen durch x erfolgten und erste Glieder umgeordnet wurden: 
 
Nach a) 
 

(32) ( ) ( ) ( ) ( ) ∑∑
∞

=

∞

= −
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        wobei für 1=λ die Reihe (32) entsteht. 
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            ( 1>µ ) 
 
Nach b) 
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 Nach c) 
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7.4.3. Zusammenhänge mit der Digammafunktion und ( )λz,Q0  

 
In ihrer Form ähnliche Bildreihen wie in 7.4.2.  sind (für komplexe z ) schon in 4.3. und  4.4. 
behandelt worden, so dass sich im Folgenden einige Beziehungen speziell zur Funktion 

( )λ,zQ0 aus 4.3.2. ergeben. 

 
Für 01 == µλ ,  erhält man Identitäten für folgende Reihen, (siehe 4.4.2. ):  
 
    Mit xz =:  ist  (32) = (8),  (35) = (6)  und mit xiz =:  ist  (38)  = (10) .  
 
Die Bildfunktionen wurden dort mit der Digammafunktion, d. h. aus der logarithmischen 
Ableitung der Gammafunktion, gewonnen.  
Die Summendarstellung der Integrale in 7.4.2.  für ( ) ( ) ( )xS,xC,xE , beziehungsweise für die 
Reihen (32), (35), (38), sind ebenfalls mit der Digammafunktion beschreibbar, ( siehe 4.3.3. ): 

Mit  ( ) ( )∑
∞

= −⋅
−=+−
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1
n

znn

z
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( ) ( ) 22
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1 xxxdzzEe x
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xdzzCe x
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⋅⋅⋅−⋅=
⋅

−−+⋅−=∫
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ππψψ 22
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11
 ,

 ( ) ( ) ( ) ( )( )xiRex
xixi

xdzzSe x
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+⋅−=−++⋅−=∫
∞ −

1
2

11 22

0

ψψψ
. 

Man beachte ( ) ( )xixi +=− 11 ψψ . 

 

Nach  4.3.2. c) gilt ( ) ( ) ∑∑
∞

=

∞

=



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

−
−=

−⋅
−=

11
0
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1

nn
nnznn

z
,zQ

λ
 ,so dass auch eine Darstellung 

mit der logarithmischen Ableitung von ( )10 ,zP  möglich ist.  

Da nach 4.3.2. a)  für 1>λ    ( ) ∑
∞

= −
−=

1
0

1

n zn
,zQ λλ  und diese Summe Bestandteil weiterer 

Reihen aus 7.4.2. ist, ergeben sich allgemein Querverbindungen zu ( )λ,zQ0 . 

  
7.4.4. Einige Beispiele 

Unter Verwendung der Identität  121
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1) Nach Summation über n  für  m⋅=− λλµ  erhält man aus (*)  
 

(40) ( ) ( )( ) k
m
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m

n
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zk,zQ
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k
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n
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=

−

=

∞

=

1
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1

1
0

1

1111
1 ζγψζ ,    

nz ≠  ,  1=λ , ...,,m 32=   .   
 
Mit ausgewählten Werten für z,m,λ  entstehen die speziellen Summenformeln: 

2=λ , 1=m , 
4

1=z   :      ( ) ( )
6

222
14

1 2

1 22

πζ −=−=
−⋅

∑
∞

=n nn
 

2=λ , 1=m , 
16

1=z  :      ( ) 242
2

1164

1 2

1 22

ππ −−=
−⋅

∑
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=n nn
 

1=λ , 2=m  , 
2

1=z   :      
( )

( )
24

2
124

1 2

1
2

π−=
−⋅⋅

∑
∞

=
ln

nnn

.    ( Vgl. 4.3.3. 2) ) 

1=λ , 3=m  , 
2

1=z   :      
( )

( ) ( )3
8

1
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2
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1 2

1
3

ζπ ⋅−−=
−⋅⋅

∑
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nnn

   

1=λ , 3=m  , 
2

1−=z :     
( )

( ) ( )3
8

1
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1 2

1
3

ζπ ⋅+−−=
+⋅⋅

∑
∞

=
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nnn

.     ( Vgl. 4.3.3. 4) ) 

Anmerkungen 
 
1) Die Formeln folgen auch aus der Partialbruchzerlegung der Summanden.  
    So sind zum Beispiel für die dritte bzw. vierte Formel folgende Zerlegungen geeignet:   

   
( ) 22 4

1

2

1

12

1

124

1

nnnnn ⋅
−

⋅
−

−⋅
=

−⋅⋅
 bzw. 

( ) ( ) 332 8

1
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1
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1

nnnnn ⋅
+

−⋅⋅
=

−⋅⋅
. 

 

2) Subtrahiert man die 5. von der 4. Formel und beachtet     
14

2

12

1

12

1
2 −

=
+

−
− nnn

,   

    so ergibt sich die Entwicklung   ( ) ( ) ( )∑
∞

= −⋅
−−⋅=

1 23 14

1
4283

n nn
lnζ . 

    Mit 3 Summanden wird eine Genauigkeit erreicht, wie mit 35 in ( ) ∑
∞

=
=

1
3

1
3

n n
ζ  . 

    Bei Koecher S. 51f  findet man numerisch weit effektivere Formeln für ( )3ζ . 
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2)  Setzt man in (40a)  2: zz =  bzw. ( ) 21: zz ⋅−= , so gilt für ...,,m 21=  
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(40d) 
( ) ( )[ ] ( ) ( )( ) k

m

k

k
m

n
m

m
zkzcothz

zzn

z

n

⋅
−

=

⋅∞

=
⋅ ⋅+⋅−−−⋅

⋅
=

+
⋅−

∑∑ 2
1

0
222

2

1
2

1211
2

11 ζππ  ( niz ±≠ ). 

 
Einige spezielle Summenformeln: 
 
Aus (40c) und (40d) erhält man für 1=m  und 2=m    
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Anmerkung:  Für reelle 1>= xz  kann der Faktor ( ) 1≈⋅ xcothπ  vernachlässigt werden. 
           Vgl. Apelblat  S. 245/246 . 
 

Setzt man in den beiden ersten Formeln 21+= kz  bzw. 41+= kz  ,  ,...,,k 210 ±±=  , so 
folgt 
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7.5.  Partialsumme und Restglied einer Bildfunktion  

 
7.5.1.  Beispiel 

 
Löst man die Beziehung (40) aus 7.4.4.  nach der Bildfunktion ( )λ,zQ0−  auf, so entsteht eine 

Darstellung der Bildfunktion mittels Partialsumme und Restglied 
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λnz ≠ ,  1>λ  , ...,,m 21=  
 
Die Bildfunktion ist durch die Potenzreihe ( ) ( )zPlimzP m

m ∞→
=  für diejenigen  z darstellbar, 

für die das Restglied ( ) 0→zRm  geht. 

 

Für 1>λ  und 1<z  gilt ( ) 0
1

1

1

1

11

→⋅⋅
−

=⋅
−

<
−

⋅ ∑∑
∞

=
⋅

∞

=
⋅ m

z

z

nz

z

zn

z

n

m

n
m

mm

n
m

λζλλλ , 

denn ( ) 1→⋅ mλζ  für festes λ . 
 
Also gilt (in Ergänzung zu den Reihen aus 4.4.2.) 
 

(40e) ( )( ) ( ) ( ) ( ) ( )λλζλζλζλζ ,zQ..zzzk k

k
0

2

0

321 −=+⋅+⋅+=⋅+⋅∑
∞

=
    1>λ , 1<z . 

 
 
7.5.2. Ausblick 

Hier deutet sich ein Weg an, zu einer Originalreihe ( ) ∑
∞

=
⋅=

0k

k
k zazf die zugehörige 

Bildfunktion ( ) ( ){ }zfzF ,, µλµλ Z=  zu ermitteln, wenn es gelingt, für eine Partialsumme 

( ) ( )∑
−

=
⋅⋅+⋅=

1

0

m

k

k
km zakzP µλζ  eine Summenformel ( ) ( ) ( )zRzFzP m,m += µλ  aufzustellen 

mit ( ) 0=
∞→

zRlim m
m

. 

 
Im obigen Beispiel wurde dafür auf die entsprechende Darstellung der Originalfunktion 

( ) ( ) ( )zrzfzazp m

m

k

k
km +=⋅= ∑

−

=

1

0

,  ( ) 0→zrm ,  der prinzipielle Ansatz  3.1. angewendet! 

Denn der Ansatz 7.4.4. hat (für qz = ) genau diese Form: ( ) ( )zrzf
z

z

z

z
z

mm

k

k +=
−

−+
−

=∑
−

= 11

1

1

. 
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Inwiefern auch der differentielle Zusammenhang  ( ) ( ) ( ) ( )( )00 kk
, fkF ⋅+⋅= µλζµλ   zwischen 

den entsprechenden Taylorkoeffizienten ( einschließlich der Restglieder! ) weitere Einsichten 
bringt, wäre zu untersuchen. 
 
7.5.3. Ein weiteres Beispiel; Anmerkung zu den Bern oullischen Zahlen 

 

Die Entwicklung (40d) in 7.4.4. hat nach Multiplikation mit 2z  die Form  
 

( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )zRzF
zn

z

n
zcothzzkzP m

m

n
m

m
k

m

k

k
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+
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+∞

=

+

=

+ ∑∑ 22

22

1
2

1
2

1

1 1
1

2
1

21 ππζ  

 
mit der Restgliedabschätzung für ∞→< m,z 1  
 

( ) ( ) ( ) 02
1

2
1

1
2

22

2
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1
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+
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+
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+
⋅≤

++∞

=

+

∑ ζζ
z

z
m

z

z
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z

n
zR

mm

n

m
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Also gilt  ( ) ( ) ( ) ( )( )1
2
1

21 2

1

1 −⋅⋅=⋅⋅−=∑
∞

=

+ zcothzzkzF k

k

k ππζ  . 

 
Das ist die in 4.4.2. aufgestellte (und auch für 1±=z  gültige) Bildreihe (6) ! 
 
Anmerkung 

Mit der Substitution 
π2

:
u

z =  erhält (6) die Form  

( ) ( )
( )

1
21

11
1

2
2

1
222

22
1 2

1
2

1 −+
−

=−






 +
−

⋅=−






⋅=⋅⋅⋅−∑
∞

=

+ u

e

u

e

uu
coth

u
u

k
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k

k
k

k

π
ζ

   bzw.
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k

u
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u
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k
k

k
u
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2
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2

1
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1
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π
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π
ζ

 
Laut Definition ist ( )ug  die erzeugende Funktion der Bernoullischen Zahlen  

( ) ...u
B

u
B

u
B

uBBu
k

B
:ug k

k

k +⋅+⋅+⋅+⋅+=⋅= ∑
∞

=

443322
10

0
!4!3!2!

 . 

 
Der Koeffizientenvergleich liefert die Beziehungen 

   0
2
1

1 1210 =−== +kB,B,B    und   ( ) ( ) ( )
( ) k

kk k

k

B
2

12

2

22
1

!2 π
ζ⋅⋅−= +   . 

 

Da die kB  aus dem Produkt der Potenzreihen ( ) ( ) 1
1 =⋅
ug

ug  rekursiv (durch rationale 

Operationen) ermittelt werden können, sind die ( )k2ζ  bekannt. (EULER.) 
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