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1. Ganzrationale Funktionen mit trigonometrischen Nullstellen

Aus dem Satz von BIVRE werden nhachfolgend mehrere trigopnometrische Sungeammnnen:
1.1. Tangenssummen.

coa +i 3inna = (coy +i 8ina)" = (con)" L +i x)" , x:=tana.

cosna+iE$inna:Zn:ijEEnJD(j_ m,::{n—l} r:=1+(_1)n = mAr n>3.
cos'a - j 2 -2

() -3 () [@JD@J . frp) _sina =i(-1)icﬁ nJD@i.

sing o 1

1.2. Sinus- und Kosinussummen.

n
R R i N i .
cosnaﬂEl;mnaz(cosaﬂEl;ma)”:E I‘EE_JDH” '), u=cosa, vi=sing.
— J
j=0

17

m (n _ :
(c) ﬁ:i“(ﬂy [EZJD“Z( J)[(]l_uz)l |

i ' . n . ;.
) sina[zclr;zccrr)m”‘m' =20 [EZj +1j v [(l_vz)m g (n=m+m’+1)

=0

1.3. Ausgewahlte Funktionen vanuundv.

Bei geeigneter Wahl der Winkel werden die linken Seiten vonl, T2, Cund S gleich Null. Die
zugehorigen Werte voxy uundv sind damit Nullstellen der rechten Summen.

Wir definieren die ganzrationalen Funktionen

1(x) = mo(—l)j cﬁznjjcxzumznczj e f2(x)::§:(—1)j[€ ”szZi: 2}%] e

=0 =0 2l

j=0 j=0

mit ay; =(-1)™ Z]:( " J[Em"—ﬁhj »apj41 =0.

J S 2(m' - j+h) h J
faf)=2 (-2) [EzjnquZj - =Yy
j=0 j=0
o J —h
o L) e
h=0

Diese Funktionen sind vom Gradn2 bzw. 2n”" und haben entsprechend viele Nullstellen. Wir
entnehmen diese den Summenfornieln T2, CundSfir geeignete.
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(1) Xy :=tar(2|;r:lDTj, k=1,..m" = f].(ixk)zo. =Xk = Xn+1-k -

(2) Xy :=tar(%DTj, k=1...m = f2(ixk)=0. = Xg = Xp—k -

(3) Uy :=co{2l;1DT), k=1..,m" = f3(iuk)=0. —Ug =Up+1—k -

(4) vk:=sin[%DTj, k=1,...m = f4(ivk)=0. =V = ~Vpk -

Ersetzen wir in den Funktionen die Quadrate deufrgnte durch lineare Argumente, so ergeben sich
Funktionen vom Gradch” bzw.m"” mit positiven Nullstellen.

z:= X2 gl(2) O f1(x) ﬂ k=1,...m" = g](zk)=0
z:= X2 g2(2) 0 f2(x) ﬂ k=1,...,m = gz(zk)=0.
z:=u- g3(2)0f3(u) ﬂ k=1,...m" = g3(zk):0
z:=v° g4(20f4v) ﬂ, k=1,....m = g4(zk)=0

1.4. Beispiel. © Sammelmappe5_1.xmcd
n=8 => m=3 m=4,k'=1,..,m, k"=1,....m

f 3(u) =128u® - 256u° +160u* —32u% +1, Uy = co{ 2k16_l ”J » Uik = 00{17— a ﬂJ,

R LG AL

f 4(v) = -12803° +192¥* -80W% +8 , v =sin Ko, v =—sif =X 7],
k 8 n—-k

et e

3 3
: (K
Wurzelsatay Vieta = E'_ (V' =Vp—k') = Zsm(g DTJ
k'=1 k=1
K DTJ :

' 3 '
Wurzelsata Vieta = |_| sin (Z DT] = (—1)3 0—= i , Zsinz(h DT) = —E :g .

I
Do

2}

S
| x

S

:—E:O. P =V L
j b, (V' =Vn-k')

94(2) = -128%° +192[7° -80[Z +8 , Z —smz(
8
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2. Gewinnung spezi€eller trigonometrischer Summen und Produkte

Mit Hilfe des Wurzelsatzes vonI&TA kdnnen aus den Koeffizienten der Funktionen eirazéghl
trigonometrischer Summen und Produkte mit ratiam&l&erten gewonnen werden.

Dabei empfiehlt es sich, zwischen geradem und @agen Grad der Funktionen zu unterscheiden,
n:=20n = mM=m-1,mM'=m n=20n+1 = nf=nm'=m.

2.1. Beispiele fufl(x) undgl(2).
2m" ) m'’ ) ] n

f)=5"c; 00, qilz)=Y e, 2! cz,.:(-l)le J 62120,
j=0 j=0

2]

n=2m= n'=m. =1, ¢, =-mem-1), com =(-1)™* mnfem-1), cp,=(-2)™.

2m 2k -1 m el
(a) Z tan[ am DTJ :Z (% + Xome1-k) = (1) Com-1/Com =0, (Xome1-k = —Xk 1)
k=1 k=1

G
M
>
>
N
7 N\
N
NS
3 ‘ |
=
A
I
Ms
N
x~
I

~Com-2/Com =m2m~-1).

usw.

n:=2m+1=m'=m. ¢g=1, ¢, =—(2m+1)0i, sz_z:(_1)m_1E(2m+1)DT?r)1EQZm—1),

Com = (~1)" ffom +1).

il 2k -1 am+3-2k) = _ om (=
(a) |_| ta"(4m+ 5 DTJ ﬂa{w) = |_| X Dome -k = (~1)*" o /Com =

] 2m+1

G
M=
o
=

N
N
3R
+ |1
NP
=
Tl
M=
;ﬂ
Tl

1
~Com-2/Com = EDTn[(Zm—l)) :

k=1 k=1
m m m m
2k-1 of 2k-1 1 m-1
(©) Zcotz( BTJ tan ( BTJ:Z— l_l 2, =(-)" ¢, /cpm=m.
= im+2 | im+2 = & k)
m m 2m+1
= Zi = Zcotz( k-1 DTJ: m[ﬂ2m+1) = Z cotz(ﬁ DTJ: 2m[ﬂ2m+1).
P e} am+2 k=1 am+2

beachtefir k>m: 1/z,,1 =0, Yz =1z, .

usw.
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2.2. Beispiele fuf2(x) undg2(2).

2m’ ) m ) ] n
0=31d, 00, g2(2)=3 dy; 2l | dyy = (1) [E2j+1j’ Gy 1120
i=0 =0

n=2m = m=m-1. dy=2m, dzz—él]n[ﬂm—l)[ﬂZm—l), dz(m_)=(—l)m_1[?_m,

m-2 EZm[ﬂm—l) [ﬁZm—l) ’ _ (_1)m_3 dn[ﬁm—l) [ﬁm— 2) [ﬁZm—l) [ﬂ2m—3).
3 15

da(m-2) = (~1) da(m-3)

m-1 m-1
(a) ztanZ(Lmj 2 = = o4 /Ao =2 i =1)fom-1).

(b) nf mz_:l tanZEL nj tanzﬂﬁ ﬂ'j =+dpmg/dom-2 = (m - 2) Eﬂm —1) éﬂém - 3) [ﬂZm —1) .

usw.

n=2m+1 = m=m. dy=2m+1, dzz—lnmtﬂzm—l)[@mﬂ) dom = (1™,

- ()™ zdn[ﬂm 1)[@2m 1)[ﬂ2m+1)

da(m-1) = (1) nif2m+1), dom-2)

Beache: — X =Xom+1-k = Nullstellen: X, %o, ....%0m » Z,2Zp, ..., Zy -

(a) Ztar(z +J— dom-1/dom=0, [Itar{zm+1) 1™ dg /dom = (-2)™ if2m+1).

m
) = —d2m_2/d2m = m[ﬂ2m+1) ) tanz(ki) = (—1)m dO/dZm =2m+1.
i 2m+1

m
k Or
b tan?
(b) kz:‘i (2m+1

2m-1 2m .
(© Z Z tar( kmjtar{ JDTJ :+d2m_2/d2m:—m[ﬂ2m+1).

k=l jok+1 2m+1 2m+1
2 A0 _ (m-g)omc2m-1)fom+1)
(e) icog(kﬂJ - tanz( kmj:ii - Z :( ) _ld /d mEﬂZm 1)[62m+1).
~ 2m+1 E!:ll 2m+1) &z ] K 2m 3
N Zm:i_i (kDTj:mEQZm—l
ik da \eml 3

usw.
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2.3. Beispiele fuf3(u) undg3(2).

- n m'—j+h
Za ', g3(2) Zazl I, ap=(-7)" JZ[Z(m” _ )JEﬁ : j,azjﬂ:o.

vl
m-1 m
2m \(h+1 om=2 0 2m) (h om-1
aym-2 = (-1) O =-m2"°, a,, = (-1 =2°M
h=0 h=0
m m m
2(2k-1_ ) _ (g _ 1 2k-1_)_v2
6 |k‘:|1co = |k'=|12k )" a0/azm =iy + = cho am 2™
m m
2k -1
Z ( J:ZZk:‘azm—z/azm:—Em
k= k=1
2
_ m 2k -1
(c) l_lszZ——— La,/aom “wmE 2 Zcos ( J 2?2 .
1
11 2 m-2 m? Om? -1
(d) Z Z — = z=(1)"""a/azn= -
k=1 j=k+1%k Zi l:!<_:|1 3p?m?
m-1 m .
= Z Z cos’z(MnJcos_z(Mnjzgﬁmz E(m2 —1).
kol j=kel 4m 4m 3

usw.

n=2m+l= m'=m. ag=

()™ om+1), &y = (- 1)m-1a§un[qm+1)[q2m+1),
am-o = (-1) (zhm:;j [@hglj ~(2m+1)22™ 2 a4, =(-1)° Dzm:(zr;? 1} [EEJ =2%m,

h=0

(a) Z cosz(

m 2m+1
2m+ 1 2k -1 2m+1
J Z Zy = —Aym- 2/ om= 2 = ZCOSZ( ﬂ) = .

v ] 4m+ 2 2
m m
2k -1 2m+1 2k -1 2m+1
cos? , = co T|= .
1] B = () o =2 I {2

HZKDZ 2 m[(m+1)E(2m+1) L _2(2k—1ﬂj:2m[ﬂm+l).

usw.
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2.4. Beispiele fuf4(v) undg4(2).

i m
Zb v, g4(z) szj ), by = Z(zhu}ﬁ J baj+1 =0

j=0

n=2m= m=m-1.

—-4m !mz—l!
bp=2m, b, = , bom2 = (- mlDZ(ZthJ = (-ymtp2mt

3 :
_4m[ﬁm2 —1)[6m2—4) R 4 k) (_4\m _ 2m-2
p, = 4’ 1’ 4], Z[Zh J 1 h)= (1) m-1) 2272
o( KOT) . _( qmt i
(a) lsm(ij lzk—( ) bo/bom-2 =5 l_l (ij 2m1
T ,(kr u
kz=13m (ZmJ =bom-4/bom- 2——[ﬂm 1, kZ: ( j
S (ko) o(kOr)) o oy m-1_1_
= kZ:‘icosz(%j—kZ:l[l—sm (%D—(m 1) — =5 tm ).
m-1  m-1 d ) m-1
1 [ Am-2 _4A0m0Om- -1 ._z(kmj_z 2
Sy ==(-1)"2b, /b, , = , S = Zhm? -1).
() :1Zk 2.7, (-1) > /Bom-2 = 3p2m 1 = és'” om 3[{m )

m-2 m-1 m-1 2 2
1 1 m-3 mEﬂm —1)[6m —4)
(d) —=d1z=(-29"3b =
Z o 2z 1) «= (1" bs/bom 2 1523

m-2 m-1

= | 1sm_2(k2—z7j Bin_z(jz—?j = 1—25 Eﬁm2 —1)E(m2 - 4) :

k=1 j=k+
Usw.

n=2m+1 = m=m. me—Z :(_1) DZ{ZZ:+]:I-) [ﬂm h) ( 1)m—]_ m2m+1) mzm—Z ,

born = (~2)™ Dg:‘)(i::llj = (-)" 22" | b, = —2m[ﬂm+31) [ﬂ2m+1), by = 2m+1

m m
. of kOT ) _ 2m+1 2m+1
(a) kZ:lsm (2m+1) —bom-2/bom = kl_l [2m+1) ~1)" by /oo =
m m
1 _(_m1 by _mOm+1){2m+1) [ ) 2mi{m+1)
® kI_lszZkDé_zk =3 Pom 3p2m-1 C 7 Zs'n 2m+1 3 '

usw.
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Summen und Produkte

3. Auswahl spezieller trigonometrischer Summen und Produkte

k k 2k -1 2k -1
ay=—0O1 , By = o7, =07, & =
K™ om P 2m+1 Y 4m K™ am+2
(= Sammelmappe5_2.xmcd
3.1. Produkte
m-1 2m-1
(1a) sina, = =] (1b) l_l sina, = o=
=1 =1
m-1 \ﬁﬁ m-1 2m-1 el M
(2a) l_l cosay = R (2b) !_I cosay O |_| cosay =(~1) E—)4m—_1
=1 =1 k=m+1
m-1 m-1 2m-1
(3a) tanay =1 (3b) l_l tanay O I_I tanay, =(-1)"?
=1 =1 k=m+1
m 2m
. 2m+1 2m+1
(4a) |_| sin By = o~ (4b) |_| sinBy = o
k=1 k=1
m 2m m
-1
(5a) |_| cospfy =— (5b) cosfy :(4—n)]
k=1 k=1
2m
(6a) l‘| tanB, =+/2m+1 (6b) l_ltan,Bk =(-1)™{zm+1)
=1
2m
(7a) sinyy =— (7b) sin yy =i
=1 4m
2m
(8a) l_l cosyj =£ 8b) l_l cosyy = (-1)™ B2
2m 4m
=1 =1
m 2m
(9a) |_| tany, =1 (9b) |_| tany, =(-1)™
k=1 k=1
m 2m+1l
(L0a) sindy =— (LOb) sindy =—
k=1 k=1
m-1 2m+l
(L1a) l_l cosdy = 2m+ (L1b) l_l cosdy O |_| cosgy, =(-1)™ DZmT+1
k=m+2 4
(12a) tan5 = (12b) s 1tan5 2m+1tan5 =(-gm pEE

Aus (3), (6), (9), (12) entstehen die entspeeclen Kotangensprodukte durch Kehrwertbildung.
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Summen und Produkte

3.2. Summen

m-1
(1a) Zsinzak :EE(m—l)
k=1 2

(1b) mz_lsin_zak :EE(m2 —1)
k=1 3

m-1
(2a) Z cosza'k = % E(m - 1) = (la)
k=1

(2b) szcos'zak = % [(mz —1) = (lb)
k=1

m-1
(3a) Z tanzak = % [(m - 1) [(Zm - 1)
k=1

m-1
(3b) z cotzak = % [(m - 1) [(Zm - 1)
k=1

(4a) ZSinz,Bk =%[(2m+1)

(o) D sin?By = 2 i [{m+1)
k=1 3

(5a) i cos® Bk = 1 [(Zm - l)
k=1 4

(5b) Z cos_z,Bk =2[m [(m + 1)
k=1

(6a) Z tanzﬁk =m E(Zm + 1)

k=1

(6b) Zcotzﬁk -1 fn{2m-1)
k=1 3

S 1
(7a) Zsinzyk ==[0n
k=1 2

m
) Zsin'zyk = 2[n?
k=1

(8a) Z:cos2 Y = 1 On = (7a)
k=1 2

m
(8b) D cos ?y =20m" = (7b)
k=1

m
(9a) Z tan’y, = m{2m-1)
k=1

m
(9b) Z cot?y; = m{2m-1)
k=1

(10a) Zsinzak = % [2zm-1) = (5a)
k=1

(LOb) Zsin_zdk:ZDm[(m+l) = (5b)
k=1

(11a) icoszék = % [{2m+1) = (4a)
k=1

(L1b) Zcos‘zak :gﬂmt(m+l) = (4b)
k=1

(12a) Z tandy = % mn{2m-1) = (6b)
k=1

12b) Z cot?d, = m{2m+1) = (6a)
k=1

Aus (1), ..., (12) folgen die erweiterten Summen:

2m-1

2m+1 m

m-1 2m m
ac: D ak)=2 qk) +aq(m), P D oak)=2> ak), g D ak)=2> q(k)+q(m+1).
k=1 k=1 Y & k=1 k=1 k

=1

2m-1

L2 2 7T -
zB. kz_:lsm a, —2%[{m—1)+sm (Ej—m—ﬂl—m.

2m+1

k=1

Zsin_zdk = 2D7_Dm[(m+1)+ sinz(gj = (2m+1)2.
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3.3. Mehrfachsummen

2m-1 2m 1 2m-1 2m
(1a) Z Zcosﬂk [£0S;] =—Z[(2m—1) (1b) Z Zcos‘l,ﬁ’k [cos ' B; =-20n{m+1)
k=1 j=k+1 k=1 j=k+1
2m-1 2m 1 2m-1 2m
(2a) Z Zcosyk [Eosy =—5Em (2b) Z Z:cos_1 Vi [tos * Vi =—2[m?
k=1 j=k+1 k=1 j=k+1
2m-1 2m 2m-1 2m 1
(3a) Z Ztanﬁk Hanp; :—mE(2m+1) (3b) Z Zcotﬁk [Eot B, :—§DmE(2m—l)
k=1 j=k+1 k=1 j=k+1
2m-1 2m 2m-1 2m
(4a) Z Ztanyk [any; :—mE(Zm—l) (4b) Z Zcotyk [eoty; :—mE(Zm—l):(4a)
k=1 j=k+1 k=1 j=k+1
m-2 m-1 1
(5a) Z Zsinzak E‘sinzaj :EEﬂm—Z)E(Zm—'B))
k=1j=k+1
m-2 m-1 5
(5b) Z Zsin_zak E'Bin_zaj =E E(m2 —1)E(m2 —4)
k=1j=k+1
m-1 m m1l m 1
(6a) Z Z:sin2 Bk E'Binzﬂj = Z Z:cos2 Ok [tos? o =—Eﬂm—1)[ﬁ2m+1)
k=1 j=k+1 k=1 j=k+1 16
m-1 m m-1 m 2
(6b) Z Z:sin'2 B &in~2 Bj = Z Z:cos'2 Ok [tos 2 0 :—Dm[(m+ 2) E(m2 —1)
k=1 j=k+1 k=1 j=k+1 15
m-1 m 1
(7a) Z Z:cos:2 Vi [tos’ Vi :E Drn[(Zm—S)
k=1j=k+1
m-1 m 2
(7b) Z Z:cos_2 Yi [eos 2 Vi =§ [ E(m2 —1)
k=1j=k+1
m-2 m-1 1
(8a) Z Ztanzak Etanza'j =%[ﬂm—2)[(m—1)[ﬁZm—3)[(2m—1)
k=1j=k+1
m-2 m-1
(8b) Z Z:cot2 ay B:otzaj = (8a)
k=1j=k+1

m-1 m m-1 m
(L0a) Z Ztanzﬁk Etanz,Bj = Z Z:cot2 Bk E:otzﬁj :%DnE(m—l)E(4m2 —l)

k=1j=k+1 k=1j=k+1

m-1 m m-1 m
@0b) Z Zcotzﬁk B:otzﬁj = Z Ztanza'k Danzdj = %Dtn[(m—l)[(Zm—l)[(Zm—@

k=1j=k+1 k=1j=k+1
m-1 m 1

1L1a) Z Z:tan2 Yk [tan? Vi =€Dm[(m—1) [(Zm—l) [(Zm—s)
k=1j=k+1

m-1 m
L) Z z:cot2 Yk [eot? yj = 1a)

k=1j=k+1
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3.4. Nullsummen

2m-1 2m-1
(1a) Zcosak =0 l9)] ZCOtak =0
k=1 k=1
2m 2m 2m 2m
(2a) Z cosp :Z cost Bk =0 (2b) Ztan By = Z cotB =0
k=1 k=1 k=1 k=1
2m 2m 2m 2m
(3a) Z COoSyj :Z cost Yk =0 (3b) Z tan yj :Z coty, =0
k=1 k=1 k=1 k=1

2m-2 2m-1 2m

(4a) Z Zcosﬂk cosf;j cosf; =0

k=1 j=k+li=j+1

2m-2 2m-1 2m

(4b) Z Z Ztan,@ktanﬂj tang =0

k=1 j=k+li=j+1

2m-2 2m-1 2m

(5a) Z Z Zcosykcosyj cosy; =0

k=1 j=k+li=j+1

2m-2 2m-1 2m

(5b) Z Z Ztanyktanyj tany; =0

k=1 j=k+li=j+1

3.5. Doppelte Schrittweite

2k
2m+1

k
2a =—Urt , 2 =
k= By

!
KT om

DT,Zsz

2k -1
2m+1

Verwende cosQg) = 2[tos’¢ -1 und sin(2¢) = 2 Bing [tosp.

m-1
(ta) > cos(2ay) =0
k=1

(ib) D cod2y) =0
k=1

(2a) ZCOS(Z,BK)= —% (2b) ZCOS(Z5K)= %
k=1 k=1
m-1 m

(3a) sin(2ay ) = m_ (3b) sin(2y ) = 1_
=1 om-1 i om-1
m-1 / m-1

(4a) [sin(26)= 2;;” (4b) Dsin(zdk): ! 2;;1
=1 =1

10
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