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1. Ganzrationale Funktionen mit trigonometrischen Nullstellen 

Aus dem  Satz von MOIVRE werden nachfolgend mehrere trigonometrische Summen gewonnen: 

1.1. Tangenssummen. 
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1.2. Sinus- und Kosinussummen. 
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1.3. Ausgewählte Funktionen von x, u und v. 

Bei geeigneter Wahl der Winkel α werden die linken Seiten von T1, T2, C und S gleich Null. Die 
zugehörigen Werte von x, u und v sind damit Nullstellen der rechten Summen.  

Wir definieren die ganzrationalen Funktionen 
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Diese Funktionen sind vom Grad 2m  ́ bzw. 2m´  ́ und haben entsprechend viele Nullstellen. Wir 
entnehmen diese den Summenformeln T1, T2, C und S für geeignete α. 
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Ersetzen wir in den Funktionen die Quadrate der Argumente durch lineare Argumente, so ergeben sich 
Funktionen vom Grad m  ́ bzw. m´  ́mit positiven Nullstellen. 
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2. Gewinnung spezieller trigonometrischer Summen und Produkte 

Mit Hilfe des Wurzelsatzes von VIETA können aus den Koeffizienten der Funktionen eine Vielzahl 
trigonometrischer Summen und Produkte mit rationalen Werten gewonnen werden.  

Dabei empfiehlt es sich, zwischen geradem und ungeradem Grad der Funktionen zu unterscheiden, 
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2.2. Beispiele für f2(x) und g2(z). 
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2.3. Beispiele für f3(u) und g3(z). 

( ) ( ) ( ) ( ) .0,
2

1,3,3 12
0

2
0

2

2

0

=






 +−′′
⋅








+−′′
−=⋅=⋅= +

=

−′′
′′

=

′′

=
∑∑∑ j

j

h

jm
j

m

j

j
j

m

j

j
j a

h
hjm

hjm
n

azazguauf

 

( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) .2

2
2

1,2
1

22
2

1

,1
3
21,21,1.2:

12

0

0
2

22
1

0

1
22

22
4

21
20

−

=

−
−

=
−

−

=







⋅







⋅−=⋅−=







 +
⋅








+
⋅−=

−⋅⋅⋅−=⋅⋅−=−==′′⇒=

∑∑ m
m

h
m

m
m

h
m

mmm

h
h

h
m

am
h

h
h

m
a

mmamaammmn

 

( ) .
2

2
4

12cos,
2

11
4

12cos)(
1

1220
11

2
m

m

k
mm

m
m

k
k

m

k
m

kaaz
m

ka ∏∏∏
=

−
==

=






 ⋅−
⇒=−==







 ⋅− ππ
 

.
2
1

4
12cos)( 222

11

2 maaz
m

kb mm

m

k
k

m

k

⋅=−==






 ⋅−
−

==
∑∑ π

 

( ) .2
4

12cos,
2

11)( 2

1

2
22

2

22
1

11

m
m

kmaa
z

zc
m

k
mm

m
m

k k

m

k
k ⋅=







 ⋅−
⇒=−=⋅ ∑∑∏

=

−
−

−

==

π
 

( ) ( )

( ).1
3
2

4
12cos

4
12cos

23
1111)(

22
1

1

2

1

2

22

22

24
2

1

1

1 1

−⋅⋅=






 −







 −
⇒

⋅
−⋅=−=⋅

∑ ∑

∏∑ ∑
−

=

−

+=

−

−
−

=

−

= +=

mm
m

j
m

k

mmaaz
zz

d

m

k

m

kj

mm
m

m

k
k

m

k j

m

kj k

ππ
 

usw. 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) .2
2

12
1,212

1
22
12

1

,121
3
21,121.12:

2

0

0
2

22
1

0

1
22

1
20

m
m

h
m

m
m

h
m

mm

h
h

h
m

am
h

h
h
m

a

mmmamammmn

=







⋅






 +
⋅−=⋅+−=







 +
⋅








+
+

⋅−=

+⋅+⋅⋅⋅−=+⋅−==′′⇒+=

∑∑
=

−
−

=
−

−

 

.
2

12
24
12cos,

4
12

24
12cos)(

12

1

2
222

11

2 +=








+
−

⇒
+=−==









+
−

∑∑∑
+

=
−

==

m
m
kmaaz

m
ka

m

k
mm

m

k
k

m

k

ππ
 

( ) .
2

12
24
12cos,

2
121

24
12cos)(

1
220

1

2
m

m

k
mm

m
m

k

m
m
kmaa

m
kb +=









+
−

⇒
+=−=









+
− ∏∏

==

ππ
 

( ) ( ) ( ) ( ) .
3

12
24
12cos,

23
12111)(

1

2
12

2

21

11

+⋅=








+
−

⇒
⋅

+⋅+⋅=−=⋅ ∑∑∏
=

−
−

−

==

mm
m
kmmm

a
a

z
zc

m

k
m

m

m
m

k k

m

k
k π

 

usw. 

 



G. STREY  Sammelmappe 5 Summen und Produkte Trigonometrie 
 

  
 6 07. 04. 2021 
 

2.4. Beispiele für f4(v) und g4(z). 
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3. Auswahl spezieller trigonometrischer Summen und Produkte 

 

.
24
12,

4
12,

12
,

2
πδπγπβπα ⋅

+
−=⋅−=⋅

+
=⋅=

m
k

m
k

m
k

m
k

kkkk
 

(� Sammelmappe5_2.xmcd) 

3.1.  Produkte 

1

1

1 2
sin)1( −

−

=

=∏ m

m

k
k

ma α
 

1

12

1 4
sin)1( −

−

=

=∏ m

m

k
k

mb α
 

1

1

1 2
cos)2( −

−

=

=∏ m

m

k
k

ma α
 

( ) 1
1

1

1

12

1 4
1coscos)2( −

−
−

=

−

+=

⋅−=⋅∏ ∏ m
m

m

k

m

mk
kk

mb αα
 

1tan)3(
1

1

=∏
−

=

m

k
ka α

 
( ) 1

12

1

1

1

1tantan)3( −
−

+=

−

=

−=⋅ ∏∏ m
m

mk
k

m

k
kb αα

 

m

m

k
k

ma
2

12sin)4(
1

+=∏
=

β
 

m

m

k
k

mb
4

12sin)4(
2

1

+=∏
=

β
 

m

m

k
ka

2
1cos)5(

1

=∏
=

β
 

( )
m

mm

k
kb

4
1cos)5(

2

1

−=∏
=

β
 

12tan)6(
1

+=∏
=

ma
m

k
kβ

 
( ) ( )121tan)6(

2

1

+⋅−=∏
=

mb m
m

k
kβ

 

m

m

k
ka

2
2sin)7(

1

=∏
=

γ
 

m

m

k
kb

4
2sin)7(

2

1

=∏
=

γ
 

m

m

k
ka

2
2cos)8(

1

=∏
=

γ
 

( ) m
m

m

k
kb

4
21cos)8(

2

1

⋅−=∏
=

γ
 

1tan)9(
1

=∏
=

m

k
ka γ

 
( )m

m

k
kb 1tan)9(

2

1

−=∏
=

γ
 

m

m

k
ka

2
1sin)10(

1

=∏
=

δ
 

m

m

k
kb

4
1sin)10(

12

1

=∏
+

=

δ
 

m

m

k
k

ma
2

12cos)11(
1

+=∏
=

δ
 

( ) m
m

m

k

m

mk
kk

mb
4

121coscos)11(
1

1

12

2

+⋅−=⋅∏ ∏
−

=

+

+=

δδ
 

12
1tan)12(

1 +
=∏

= m
a

m

k
kδ

 
( )

12
11tantan)12(

12

2

1

1
+

⋅−=⋅ ∏∏
+

+=

−

=
m

b m
m

mk
k

m

k
k δδ

 
 
Aus  (3),  (6),  (9),  (12)  entstehen die entsprechenden Kotangensprodukte durch Kehrwertbildung. 
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 3.2.  Summen 

( )1
2
1

sin)1(
1

1

2 −⋅=∑
−

=

ma k

m

k

α
 

( )1
3
2

sin)1( 2
1

1

2 −⋅=∑
−

=

− mb k

m

k

α
 

( ) )1(1
2
1cos)2(

1

1

2 ama k

m

k

=−⋅=∑
−

=

α
 

( ) )1(1
3
2cos)2( 2

2

1

2 bmb k

m

k

=−⋅=∑
=

− α
 

( ) ( )121
3
1

tan)3(
1

1

2 −⋅−⋅=∑
−

=

mma k

m

k

α
 

( ) ( )121
3
1

cot)3(
1

1

2 −⋅−⋅=∑
−

=

mmb k

m

k

α
 

( )12
4
1

sin)4(
1

2 +⋅=∑
=

ma k

m

k

β
 

( )1
3
2

sin)4(
1

2 +⋅⋅=∑
=

− mmb k

m

k

β
 

( )12
4
1

cos)5(
1

2 −⋅=∑
=

ma k

m

k

β
 

( )12cos)5(
1

2 +⋅⋅=∑
=

− mmb k

m

k

β
 

( )12tan)6(
1

2 +⋅=∑
=

mma k

m

k

β
 

( )12
3
1

cot)6(
1

2 −⋅⋅=∑
=

mmb k

m

k

β
 

ma k

m

k

⋅=∑
= 2

1sin)7(
1

2γ
 

2

1

2 2sin)7( mk

m

k

⋅=∑
=

− γ
 

)7(
2
1cos)8(

1

2 ama k

m

k

=⋅=∑
=

γ
 

)7(2cos)8( 2

1

2 bmb k

m

k

=⋅=∑
=

− γ
 

( )12tan)9(
1

2 −⋅=∑
=

mma k

m

k

γ
 

( )12cot)9(
1

2 −⋅=∑
=

mmb k

m

k

γ
 

( ) )5(12
4
1sin)10(

1

2 ama k

m

k

=−⋅=∑
=

δ
 

( ) )5(12sin)10(
1

2 bmmb k

m

k

=+⋅⋅=∑
=

− δ
 

( ) )4(12
4
1cos)11(

1

2 ama k

m

k

=+⋅=∑
=

δ
 

( ) )4(1
3
2cos)11(

1

2 bmmb k

m

k

=+⋅⋅=∑
=

− δ
 

( ) )6(12
3
1tan)12(

1

2 bmma k

m

k

=−⋅⋅=∑
=

δ
 

( ) )6(12cot)12(
1

2 ammb k

m

k

=+⋅=∑
=

δ
 

 
Aus  (1), …, (12)  folgen die erweiterten Summen: 
 

.)1()(2)(,)(2)(,)()(2)(
1

12

11

2

1

1

1

12

1

++==+= ∑∑∑∑∑∑
=

+

===

−

=

−

=

mqkqkqkqkqmqkqkq
m

k

m

k
k

m

k

m

kk

k
m

k

m

k
k :::::::::::: δ

γ
β

α
 

 

( )

( ) .)12(
2

sin122sin

.11
2

sin1
2
12sin..

22
12

1

2

2
12

1

2

+=






++⋅⋅⋅=

=+−=






+−⋅⋅=

∑

∑
+

=

−

−

=

mmm

mmmBz

k

m

k

k

m

k

πδ

πα

 
 



G. STREY  Sammelmappe 5 Summen und Produkte Trigonometrie 
 

  
 9 07. 04. 2021 
 

3.3. Mehrfachsummen 
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3.4.  Nullsummen 
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3.5.  Doppelte Schrittweite 
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