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ABSTRACT. Power series with values of the zeta function.

In diesem Artikel werden aus bekannten Potenzreihen durch gliedweise Multiplikation mit
Werten der Zetafunktion {(x) neue Reihen gebildet und diese nach einem einheitlichen

Prinzip durch é&quivalente Summen, Produkte oder geschlossene Funktionsausdriicke
beschrieben:

Der Potenzreihe f(z)= Zak .z wird die Reihe Fau (z)= Zak e (l-k+,u)-zk mit den
k=0 k=0

Parametern 4> 0 und x zugeordnet und die Funktion F , (z) untersucht.

Der Ansatz beruht auf dem bekannten Doppelreihensatz und verwendet die Eigenschaften der

vorgegebenen Potenzreihe.

Ein Ergebnis sind Summenformeln fiir viele konkreter Reihen der Form F) , (z).
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Erzeugung von Potenzreihen, deren Koeffizienten Werte der
Riemannschen Zetafunktion enthalten

1. Einfiihrung und Bezeichnungen

Reihen, deren Glieder Werte der Riemannschen Zetafunktion und ihrer Verallgemeinerungen
enthalten, sind in vielféltiger Weise untersucht worden, angeregt unter anderem durch die
Suche nach Darstellungen der Zetawerte fiir ungerade natiirliche Argumente. Einen
ausfiihrlichen Einblick in die verschiedenen Ansitze, Ergebnisse und Problemfelder aus
neuerer Zeit bieten die Verdffentlichungen von H.M. SRIVASTAVA, J. CHOI, S. ADAMCHIK
und. Andere. Genannt seien zum Beispiel die Artikel [c/s/g], [a/s], [wu], [¢/s1], [c¢/s2] und die
umfassende Monographie [S/C]. Sie enthalten eine erstaunliche Vielfalt von Reihen-
entwicklungen, Summenformeln und weitreichende Verallgemeinerungen.

Diese Ausarbeitung setzt sich das eingeschrinkte Ziel, nach einem einheitlichen Prinzip aus
einigen bekannten Potenzreihen durch gliedweise Multiplikation mit Zetawerten neue Reihen
zu bilden und diese durch &4quivalente Summen, Produkte oder geschlossene
Funktionsausdriicke zu beschreiben. Der Ansatz beruht auf dem bekannten Doppelreihensatz
und verwendet die Eigenschaften der vorgegebenen Potenzreihe.

Im Folgenden sind in der Regel k,n,me N, x,y,a,B,A,uc R, ze C.

Wir bezeichnen mit ¢« (x) eine fiir reelle x definierte ,,modifizierte Zetafunktion*

(1) Gx)=4 y , x=1

@) (o)=Y L ws1
n=1 1
N I-x
3) ¢(x)= lim LZ L—]\{ J,O<x<l
N —oo =1 nx —X

und der EULER-MASCHERONIschen Konstanten

N
(4) y=lim (Zl—ln(N)}:0,577215664901... .

N=eo | =1



2. Das Transformationsprinzip

Der komplexen Potenzreihe (mit reellen Koeffizienten)
(5) fE)= Y=
k=0
wird die Potenzreihe
(6) Fpu(z) Zak CelA kv ) 2F

mit den reellen Parametern A >0 und ¢ zugeordnet.

Die Transformation der Originalfunktion f(z) in die Bildfunktion F Al (z) wird gelegentlich

mit dem Zuordnungspfeil beschrieben:
A,
(7 f2) =5 Fap(e).

Die Konvergenzradien 7, R von Original- bzw. Bildreihe sind gleich: R =r.

Denn wegen lim {(x)=1und +(A-k+u)=(A-k+ u) fiir geniigend groBes k gilt

x—>e0
|Clk| |§>x< ﬂ k+ﬂ)| e |ak|
m ——

= lim =r.
ks || |G (- e+ 1)+ 1) k5 fagen|
Fir die Differenzenreihe DF/Uz Zak (&(Ak+u)-1 )-zk ist R=2%-7r.
k=0
Dies folgt aus
- 1 1 1 1 1
$A-(k+1)+u)-1= T Tk 2—,12 Tkt 2/1'(5(/1'k+ﬂ)—1)' (Vel. (12)).

n=2

Mit den Festlegungen in (8) gelten die grundlegenden Beziehungen (8), (9) und (10)

ko—1
3 gz)=r(z) - OZ:ak-Zk ; k0:=min{k20|/1-k+,u >1}:F—Tﬂ} 19
k=0 0
- | z
©) 2ROy e ]
ko —1
(10) Fﬂ,ﬂ Zak {*lk+y)z +Gl,u()
k=0

7 [x]o=max{[x].-1}. [x]= fioor (x)



Denn es gilt wegen k > ky mit (2)

8

oo oo oo k oo
Saswrnd- Suf oSl a5 L)

k=ko k=ky — n=17 n=1 1" f=k, n=1

Da die betreffenden Zetareihen absolut konvergent sind, ist die Vertauschung der Summation

fiir jene z erlaubt, fiir die die Reihe F; , (z) normal konvergent ist. (Siehe z. B. [F/B, 1I1.2]).

Fir die Differenzenreihe DG, , (z) bzgl. (8), (9) gilt

A1) DGry()= S ap - (C(k+m)-1) 2 =[G () el) . koz[l‘_ﬂ} .
k=ky 0

Darin ist {G,“l(z) g(z) }:— lim Zak 4V k+ﬂ)—1)-zk gesetzt und assoziiert, dass
N=% =k,

fiir |z|<r DGﬂ’ﬂ(z):Gl,ﬂ(z)—g(z) gilt und fiir rS|z|<R-2’1 in der Regel DG/LIU(Z)

durch geeignete Umformung der Differenz G , (z)- g(z) direkt gewonnen werden kann.

Aus (214) folgt fiir N =k

i Ak +pu)-1)-2*
k=N

< 2|ak| e

Fir die Differenzenreihe DF; , (z) gilt damit folgende Restgliedabschitzung:
N-1

(12) DFL#(Z) = Z ak-(é’*(/’t-k+,u)—1)'zk+RN(z), N =k
k=0

oo k
|Ry(z)] < 22743 |ak|-2i/1
k=N

Aus (12) folgt zum Beispiel fiir a; =20 mit N = k: ‘DGﬂﬂ(z)( <2¥H g(%
’ 2

|



3. Transformationsregeln

Mit f(z) NEECT NG S ,1’,7(2) und g(z) EECT NS ,1’,7(2) ergeben sich offensichtlich die
Transformationsregeln
R(1) N7 N Co(A-n+pu) 2" n>0, ganzz.
R(2) a-f(z)+b-g(z) 22 a-Fy ,(2)+b-Gy y(2)
R(3) fla-z) 22 Fy (a-z)
R(4) u=z", glz)=fu) o L, Gﬁﬂ(z):Fn,ﬂﬂ(u) n>0, ganzz.
AU
R(5) glz)=z2"-f(z) 25> Gy 4 (2)=2"F) ysn2(2)
R(6) ap =0 fiir k<m, a,#0, m=20, ganzz., z#0
1
( ):_f( ) ’_.#_> G/l,u( )__Fﬂ,,,u—m-ﬂ(z)
z
d A, d
R(7) g(Z)=Zf(Z) o o Gaul )—d— 2,u-4(2)
A,
R(8) g(2)=[1(z) dz =55 Gy (2)=[Fy yaa(2) -

Die Beziehungen (8), (9), (10) sind formuliert als Regel

R(9) Gegeben sind f(z) Zak X050, kg=min{k20| A-k+u>1},

ko—1 N
AU . 1 z
e)= 1) = Sap -k A Gy ()= lim _.g(_]
kZ:%) k An N_>°°nZ::1 o n’i
2 ko -1
f2)o—2EFy (2)= D ag Gx(Ak+p) 25 +Gy 4 (2).
k=0

Das Grenzverhalten der Bildfunktionen beschreibt die Regel

RIO)  f(2)= a5 e 222 ()= 1(2).

Die Bildreihen Fy , (z) konvergieren fiir ). — o gegen die Originalreihe f(z), (ap=0).
Die Konvergenz ist in jedem abgeschlossenen Kreis mit dem Radius p < r gleichmdpfig.
(Siehe Anhang B.)



4. Bildfunktionen der Logarithmusreihe

4.1. Die allgemeine Losung

Gegeben sind
(13) f(z):_zn(l_z):z%zk . |z|<lz#1 und A0, ueR,
k=1
R "
(14) s(z)=> —2* ko =min{k =0 | ﬂ-k+,u>l}:[—} +1.
k=1 k A 0
Aus g(z)z—ln(l—z)—s(z):—ln((l—z)-es(z))

. - . ] n
folgt G, ,ﬂ(z)z Z L-g(%}z—z In (1—%}6 [”/1 =—lnPﬂ(z,ﬂ,)
n=l1 n'u n n=l

mit dem Weierstraf3-Produkt

Rs 1-p
- z S#(nzj’J "’ z & 1 z k
(15) P#(Z,ﬂ):ZH (1—7j€ R S‘u[_ﬂ,ﬂj = kZ_:l Z(TJ .

Zusammenfassung:

(o]

(16) f(z):_zn(l_z):z%zk o A0u z%;*u.kw).zk:m,ﬂ(z),
k=1 k=1

M
FOR

(17) F) “(A-k+p) X -mP (2. 4),

"L,
P

b
—_

Differenziert man die Gleichung (16) und erweitert mit z, oder wendet die Trnasformations-
regeln R(7) und R(5) an, so gilt

(18) ZZ=sz NIECEN ig*(/l-kﬂu)-zk: Zg*(ﬂ-k+ﬂ)-zk—z-Qﬂ(z,ﬂ)
k=1 k=1 k=1

mit 0 (z,4)= %ln Py(z,4) , (siehe (20)).



4.2. Einfache Eigenschaften des Produktes Pﬂ (z,/l)

z

n/i

: - | o kh — 1 ko
man 3L S k-
— n:

also ist das Produkt (15) normal konvergent und definiert auf C eine ganze Funktion mit den
Nullstellen z = n”. (WEIERSTRABscher Produktsatz. Siehe z. B. [F/B, IV.2]).

il

H H

: -: ) A ‘0 ] 22

Sul 74 Su| AT kZl PR AL Z
2

Wegen

°2 ) iz,i
2%k n/1-2 2

—_—

und (1 +%] 1—%} = l—ZT gilt die Verdopplungsformel
n n n
2
(19) Py(z, 2)-Py(-z, ﬂ):Pﬂ(z ,2-1).

Aus Inb, (z,4)= Z n% {l n(l — %j +5y [n% , ﬂﬂ folgt die logarithmische Ableitung

n=l n
' [l ”}
. P,U (Z,/l)_ d ©0 1 k 1
(20) (a) Qy(z,i)-—m—glnP Z_: — - Z
(b) Qu-2 (Za/l) =z-0y (Za/i) > (siche Anhang B).

Fir A+u>1, A+u=1, 2-A+u=1 ist entsprechend ky—1=0, 1, 2 und damit ver-
einfachen sich die Formeln (15) und (20) zu

1

@) (@ Pﬂ>l_4<z,l):1'[(l—%j " (b) Qﬂ>1_4<z,l):2iﬂ- -
n=I n n=1 1 Z—n
oo n! z oo
(22) (@ R_a(z2)=]] (I—L/J e’ (®) Oalz.4)= Z
n=1 n -l (Z )’
n22,—1
z Z2
o + o
(23) (@ A- 2/7, z, ﬂ’ H [ j nt 2n?t (b)) O- 21 z, /1 Z
n=l

- (zn)



4.3. Der Spezialfall 1 =0

Fiir den speziellen Wert ¢ = 0 ergeben sich bekannte Produkt- und Summenformeln mit
Beziehungen zur Gammafunktion I'(z) und Digammafunktion ¥(z).
Im Anhang A sind einige Eigenschaften dieser Funktionen zusammengestellt.

Auf EULER gehen folgende Spezialfille zuriick, (verwende (22) , (21) mit z* und (201)):

z

24 P ( 1) oo 1 z ; e]/.z 67.2
9 0= _g ( _Zj'e T _z1(2) rh-z2)
o 2 . S
(25) Rl22)- H(l —Z—zJ _sinlzz) tim S 2) _ p02) =1
=1 n Tz z—=0 -z
Mit (19) erhélt man den Ergénzungssatz der Gammafunktion ( (204) )
1 2 sin(rr - z)
26 =Ryl—zl) Blzl)=Rlz" 2|=——=.
. T(1+z)-T(1-2) b2 B1)=h2) Tz

Durch erneute Anwendung von (19) auf £, (— 22,2): B ((z . 2)2 ,2) und F, (22 ,2) folgt

I e e

n=1 n' (”'2)2

Die logarithmischen Ableitungen von £, (z,ﬁ) ergeben fiir (24), (25) mittels (22), (21), (205)

oo

z

d
(28) QO(Z}I)_;—n-(Z—n)_Z(}/'Z_lnr(l_z))_7+y/(l_z)’ QO(O,l)_(),
- 1 1 1 2
29) Qo(zz,z)=nz=1 S (et -1, ai0.2)-@)--2

Fiir beliebiges A >1 gilt, (siche Anhang B),

(30) Po(z,ﬂ>1):ﬁ(l—%j:1+ i(—l)k-ak(;t).zk
n k=1

n=1

mit ak(/l) = Z ;ﬂ’ ijE N.
1<) <iy <...<ij <oo (11 12 '--~'lk)

7z_2~k

Speziell gilt  a;(A)=¢(A) , 2-a,(A)=¢(A)P =2(2-2) ak(z)zm.



4.4. Der Spezialfall 1 =-1

Aus (22) und (23) folgen
31 (a) Py (2,2): H (l—iz] . e; (b) Q—l (2,2): z z .
n=l1 n n=1 "- (Z —-n )

oo

oo nooLyc 2
32) (@ Py(z)=]] (1_5j o (b) Q_l(z,l):zﬁzz.go(z,l).

n=l1 n n=l

Es gelten die Funktionalgleichungen, (siche Anhang B),

(33) Pi(l-z1)= \g -exp(g—(l+ 7)-zj-P_1(— z,1),

(34) Py(1-21)P(1+z1)==2-z-sin(z-z)-e¥ - P (22, 2).

Mit der von BARNES (1899) eingefiihrten G-Funktion besteht folgender Zusammenhang
([W/W: XI1, Examples], [F: 2.15] und ausfiihrlich [S/C: 1.3]):

(35) G1+2)= plz)Py(-2,1) mit p(z):=(z.;z)z/2.exp(_ﬂ_l.zzj

Wegen p(z)/p(z—1)=(2- 7:)1/2 -exp(y/2—(1+y)-z) vereinfacht sich (33) zu
(36) Gl+2)=Tz)-G(z) . G1)=p(0) P4(0.1)=1
und fiir die logarithmische Ableitung gilt nach (35) und (32)(b), (28)

(37) (;((11:)) _ f;(()) 0.2 1)= L 2 ) )2 (1)),

Mit der GLAISHER-KINKELIN Konstanten A , [F: 2.15, 2.18] , gelten die speziellen Werte

(38) A::exp(_g(§)+l”(2'1’2’)+7J:1.282427..., g’(2)=—zl”(”)=—0.937548...
2.7

oo r 3 7oy 3
(39) (a) Gszz%z 4.68.42 (b P_IG,l)zzm-eS -4 2=0.905913...
| N B L
© Py -=1|=/S-Py[=1]=224.¢8 .4 2=1.056133... ;
2 2 2

(a) stammt von BARNES, (b) und (c) folgen dann aus (35) und (33), (204).
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4.5. Zusammenstellung einiger Bildreihen von f (z) = —Zn( 1- z)

Nach (17) und (24) gilt
y-z
Folz Z:: kzy.z-znpo(z,n:,/.Z—znrfl_z)zlnr(l_z),d_h_
(40) > bW =By T-2) L <1z,
k=2

und mit &(1)=y sowie Fo(z)- f(z)=InT(1-z)+in(l-z)=In[(1-2)[(1 - z)]=In T2 - 2)

(41) Z% ~1)-ZF=(1=p)-z+T2-z) , z|<2,z22.
) 1 ) Tz

Nach (17) und (25) gilt B olz2 )= = & (2k)- 2% =1 ,d. h.

ach (17) und (25) gi 2,0(Z ) kz=:1k g ( ) z nSin(?Z'-Z)
— 1 2k Tz

42 —.L(2-k)-2*" =1 <1, z#+l

( ) kzzllk ;( )Z nSil’l(?Z' ) 5 |Z| , ZF 5

43) iﬂ{(lk)-zz'k:lnL 2| <1, 22+
ok sinh(r-z) S

(43) folgt aus (42) fir z:=i-z ,d.h z? :=—z% und sin(i-7-z)=i-sinh(m-z).

Analog zu (42) folgt aus (17) und (27)

5~ | 4k (72 |
44 —.C4-k) =]/ <1, i .
(44) kZ:l i {(4k) z nginh(]t-z)-Sin(ﬂ-Z) , |7 <1 22 £l z i

Aus (18) und (28) folgt ié’*(k)-zk =0(l) z—z-Qy(zl)=y-z—z-(y+w(l-2z)) bzw.

k=1
(45) > k) ==y z—zyll-2), <1, 221,
k=2
(46) i(—1)k§(k)-zk:;/-z+z-;y(1+z), |z[<1, z#41
k=2
(47) w(z)=—L—yt i(—l)k-g“(k)-zk_l , 7| <1, z#£1, 220
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(o]

2k _ p(l-z)+y(l+2)
(48) Z 2k +1)- = >

z=y-z |Z|Sl,2¢il.

(46) und (47) folgen aus (45) fiir z:=-z und (207). Die Summe (45)+(46) ergibt (48).

Mit z = z° folgt aus (18) Zg“* (2-k)-zz'k =22 Qo (22,2) und mit (29)
k=1

[} oo 2

(49) z4’(2-k).zz'k:%-[l—ﬁ.z.cot(n'.z)]=Z 22 T |Z|S1,Z¢i1.

k=1 n=1n" -z

Hieraus folgen fiir z := i z und cot(i - 7 - z) = —i - coth(x - z) die Reihen (50), (51)=(49)+(50)

(50) > (-1 2k) 22 = =3 L[z z-coth(z-2)- Z 2. |2 <1, 2,
k=1 o1

(51) z é’(4k—2)'z4'k_2 =£-z-[coth(7rz)—cot(7zz)]= z n4 Z4 ,
k=1 4 n=l B —Z

|2[<1, z# %], z# %0,

Unter Beachtung der Originalreihen folgen aus (45), (46), (49) bzw. (51) die Reihen

(52) (a) Z(g(k)—l)-zk=—z-w(l—z)—7-z— _Zn |z|<1 z# =+l
k=2
® X (€)1 =—z-p(2-z)+=-(-7) <2, 2242
0 i i ZZ oo ZZ
(53)  (a) k%(—l) (¢(k)-1)-z :z-w(l+z)+7-z—E=r§2n.(n+Z) |z|<1, z#£1
® X EFEE)-1) -2 =z p+z) -z () <2, 2222
- 2k 1=m-z-cot(r-z) z? > 7
54 @ 2 (k-1 = : _1-22:,122”2_22 A1, z# 41

(b) i({(Z-k)—l)-zz'k:g-(l//(2+z)—l,y(2—z)) <2, 2420
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o 2
(55) (a) Z 4k 2 . 4-k—2_% [coth(]l'z) cot(f[z - Z =z 4 ZZ
|Z|S1,Z¢i1,2¢_
b Z ¢4k —2)-1)- 4.k_2—l 7Z'-Z-coth(7l'-z)—1—2'22 +i 2.2
®) 4 2 22

|Z|<2 z#X2, z#%£2-1.

Fiir die Summendarstellung in (52)(a), (53)(a) setze nach (28) w ——7+ Z
und fiir (52)(b), (53)(b) verwende (207): w(2+z)=——+y(1£z). (52)+ (53)=(54).

(55)(b) folgt aus (a), indem nach (29) 7-z-cot(r-z)=1+ Zg—z gesetzt wird.

Aus den Potenzreihen (40) bis (55) erhdlt man fiir ausgewéhlte z-Werte und Kombinationen
eine Vielzahl spezieller Zahlenreihen. Nachfolgend einige Beispiele:

Setze in (40) z=-1, z= i% und bilde (d) = (b) — (c). Setze in (42) z = % z =l :

6
I A o | __Y
59 @ L5 W=y © % tW=-T ki)
5 EV =2l )=t a2)-
O LW Trlialn) @ kzl g k=)
- | V4 - | r
(e) gﬁ-c(z-k):ln(gj (f) kzl pRpers -:(2-k):ln(gj-

Setze in (41) z=1, z=-1, z:%, zz—% und bilde (e) = (a) + (b) , (f) = (a) + (56)(a) ,

(8= () +(d):

(57)  (a) i %-(C(k)—l)ﬂ -7 (b) i %-(s(k)—l)ﬂn(z)—l +y
k=2 k=2
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(oo}

() Z )=in(2) oY

k=1
% ;<g<z-k>—1>-@f"‘ {127
1

Setze in (49) z = % z :% und bilde (¢) = (a) — (b). Setze in (51) z= E:

1
k 4k +2

-(;(2-1\7)— 4k+1)=1.

> LK) &1 1 2k & 1 1
69 @ 2 §(4k ):Z 2 2 ®) Z §42k 2 :?[l_gj

k=l n=l 417 = k=l 2 16-n% —1 4

k o ) 2
©) 24 1 k)=z 12-n 4

Z@nt-1)-(16-n%-1) 8

(d) —((4k-2)= == coth(—] .
Z‘l 42kl nZ::l 16-n* -1 8 2

Setze z =% in (45), (46) und (48) ein (siehe (210)) und bilde (d) = (a) + (b). Mit z =% und

z =i folgt aus (45) durch Subtraktion (e); siehe (208) w(3/4)—w(1/4)= 7 -cot(n/4):

oo oo k
(9 @ 3 L e)=in@) ® 3V rw)=1-m@)
k=2 2 k=2 2
(c) i ik;(z-k+1):2-zn(2)—1 (d) i ik;(z-k):l.
k=1 4 k=1 4 2
el L

(© D~ Clk+1) =
k=1 4

Setze z=1 in (52)(b) — (55)(b) ein (siehe (210)), €)= (a) — (c), () = (b) — (57)(b).

©0) @ z )= ) 3 CIFEw-)=1
(©) i(&(z k)—l):% (d) z ¢ (4k-2)- =%-coth(7r)—é
k=1
@ X err)-n= 0 30 =)y
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Setze z = % bzw. z :% in (52) — (55) ein und verwende (210):

S Sl)-1_, oy 1 ST 3k 3 00043
61) (a) kgz v =n(2) ) (b) Ez v 3 —3ln(2)+2

(c) i(—l)k-g(g,z_l%—ln@) (d) Z(—l)"-—g(k)_lsk=%—3-zn(2)

(e>i%=i : =% § 3 LKL 2

2
k=1 n=24'n -1

> ((4k-2)-1 40> =z (n’j 4
(2) = =—-coth — |——
kZ::l 42kl ,;216-114—1 8 2) 15

2k1

(h) Z k- 2) 92kl - 3;[-coth(3‘”j+§

= 2-(32PF o1 & 1 1) 23
Fiir (h) vereinfache in (55)(b): ZW 18-g-§2 3 2135
Nach (16) und (17) gilt
| P =1 r : .
> — Gl =1)-2" == Lulk=1)- 2" =InPy(z,1), dh. fiir z:=—z in (35) folgt
kzlk kzlk
(62) Z% - :—lnP_l(z,l):g-[l—ln(2-7r)—(l+7/)~z]—lnG(1—z)
|Z|S1,Z¢1.
Aus (62) folgt mit (33)
(63) Z% ~1)-|(1- )k—(—z)k]zlnl"(z)—ln«/lﬂ'+(l+7)~z—%/
1-z|<1, |2 <1, z#0, z#1.
g (k) 1Y 7 y 3
64) (a) Z W ~InP, 21 —ﬂ-ln(2)—§+5-lnA
(1) -L(k) ( 1) 5 y 1 3
b =Py —=]1|=——-In(2)+L+—-="-In4
®) Z k+1 2k+1 T, 2q Mgy =i



L2k+1) 1 y 1
§ =——In(2)-L—=+3-In4
©) (k+1)-41 12 n()4 2

k+1

@ z L@K 1 0)

(2k +1)-4% "2

(a) und (b) folgen mit z==1/2 aus (62) und (39); (¢) = (a) — (b); (d) = (a) + (b),
(d) folgt auch mit z=1/2 aus (63).

Aus (20)(a)(b) entsteht die Ableitungsformel
65 DL ctnpy(z,2)~nPy_y(z )= P, (2, )
(65) Ez-nﬂz, —Inb,_5(z,A)|=InPF,(z,

und hiermit gilt nach Integration von (40) und Blick auf (40) und (62)

3 ! . -Zk+1——z =—z: z z
(66) kzzk'(k 1) (k) - _([ZnPO(t,l)dt— InPy(z,1)+In P4(z,1)

oo 'k+1 z -2
Z o E-(zn(zz)—1)+7-(1—y)+z.1nr(1—z)+znG(1—z)

|Z|S1,Z¢1.

Fiir z=+1/2 folgen z. B. aus (24) und (39)(b),(c) die Reihen (67)(a),(b).

s ¢k __r, T, 3.
67) (a) ;Z'zk-(kﬂ)-Zk == In(2)+ I~z -3-In4
o (U Ck) v T Jz+3.
(b) g k+1 2t 1+4 - In(2)+inNm+3-In4
=In(r)-1.
© ,; 2k +1) 4k )
> 2k +1) 7
d =2—y+—-In(2)-12-In4.
@ Z=: k+1)-(2k+1)- 4 73 2) "
o k) 7 o (k) L 7
(e) gk o) =2z -2, () Z s 1) 1-in27 -2,
o  {Qk+1) B B
®) g( ) ke e ® Z 2k+1 =in(27)-1.

Esist (¢) = (a) + (b), (d)=(a) = (b), (g) = () + (D), () = (&) - (D).
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Fir z=-1 gilt (67)(f). Die Formel (67)(e) folgt aus (66) durch Grenziibergang z —1. Die

Summe ist konvergent (< 1), die rechte Seite folgt nach Umformung mittels (36) und (202):
z-InT(1-z2)+ G -z)==(1-2)-InT(1-z)+ m[T(1-z2)-G1-z)| = 0+ InG(2-1)=0 .

oo Zk+1 22

Die Integration der Reihe fiir —/n(1—z) ergibt Z == +(-2)-(n(1-2)-1)

Sok-(k+1) 2

und unter mehrfacher Verwendung von (36) und (202) (fiir z:=1-z) folgt aus (66):

) 3 ]f(g{);:)-zk+l:g-(ln(Zﬂ)—3)+§'(2—;/)—(1—z)-lnF(2—z)+lnG(2—z)

|Z|S2,Z¢2.

Setze z=1, z=-1, z=%1/2, z=-2 und verwende (36), (39)(a), (202), (204):

o Slk)-1 1 L ok Sk)-1 1 _
(69)  (a) /Z:zk'(k"'l)_z (in(27)=1-7) (b) gz( 1) PR (in(327)=5+7)
s ¢(k) 19 Z_3t7 3.
(c) kzzk k+1)2 E1n(2)+zn 7-= 3-InA
S (L. S)-1 43 7277 3 n3e3.
(d) EZ( 1) )12 In(2)+In7x 2 +3-In3+3-In A

(e) i(_l)’”‘l .M:l_ 7—%-1}1(216-7{)

CID I e L N S i(;(zLI) 2 y—2-In(2).

o k- (2k+1) i (k+1)-(2k+1)
C(2k)-1 (27.75)
h =2 2|3
® kzlk (2k +1)- 4% 4
@) i {0k +1)-1 =£ln(2)—6-ln(3)+3—;/—12-lnA.

o (k+1)-(2k+1)-4F 3

0 Z k+1)2k = (nl2m)+1)-

Esist (f) = (a) + (b), () = (a) = (b), (h) = (¢) + (d), (1) = (¢) — (d).

Die Formel (e) folgt aus (68) durch Grenziibergang z — 2. Die Summe ist konvergent (< 2),

siche (214). Die rechte Seite folgt nach Umformung mittels (36) und (202):
—(1=2)-mT(2-2)+InG2-2)=-2-2)- InT(2-z)+In[T(2-2)- G2 -z)] > InG(3-2).
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5. Mehrfachintegration der Bildreihen der Logarithmusfunktion
5.1. Die allgemeine Summenformel

Mittels vollstandiger Induktion nach m wird die Ableitungsformel (65) verallgemeinert:

(70) %[z’” -lnPﬂ(z,ﬂ)—lnPﬂ_m,ﬂ(z,/l)]: m-z"1 nPy(z,4), m=12,..,

z
Jm - -lnPIu(t,/l) dt=z" ~lnPIu(z,/1)—ln Pﬂ_m,l(z,/’i).
0

(Siehe auch Anhang B.)

Durch m-fache Integration der Reihe z % C(A-k+u)- K =—in Py (z,4) aus (16), (17) und
k:ko
geeignete mehrfache Nutzung von (70) auf der rechten Seite erhdlt man die Reihendarstellung

ﬂ, k+ k+m 1 m .
(71) Z §k+1) ﬂ)(k+m =%z ( ]'z J-Hﬂ_j./l(z,/i), m=12,..

k=ky j=0
ko— k)
A-k+ J 1- , '
H,u—jv?,(zf/l):_l”P;z—jﬂ,(Z:/l) z §( k+,u) , kj=[7ﬂ+]} —-j+1,
k=k; J 0

|Z|S1,Z¢l.

Ein direkter Beweis kann erfolgen unter Verwendung der bekannten Partialbruchzerlegung

m! A ;[ m 1 )
= Z(— I)J S - und anschlieBender Anwendung von (16), (17)
k-(k+1)-..-(k+m) = J) k+j

i -Gk j)+(u=g- N2 ey

auf die Teilsummen H/,z—j-/l(z; A)= e

kzko

Man beachte, dass fiir —In Pﬂ_j,ﬂ(z,ﬂ) der Laufindex k+ j mit [M} +1<k
0

A
beginnt.

Die linke Reihe in (71) ist auch noch konvergent fiir z =1
Denn wegen 1< {(A-k+u)<2 (fir A-k+u>2 ,(214)) gilt

C(A-k+u) - 2 <N 2 __ 2
Zk k+1) (k+m) k:zkok~(k+1)-...-(k+m)‘gflk-(k+1)-...-(k+m) m-m!’

Also kann aus der rechten Seite (nach geeigneter Umformung) der Grenzwert fiir z —1
gewonnen werden.

Fir m=1, £ =0, A =1 erhélt man als Beispicle die Formeln (66) und (67)(e).
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5.2. Ausdriicke fiir ausgewihlte /n Pﬂ (Z,/l) und spezielle Grenzwerte

Um die Formel (71) an weiteren Beispielen zu demonstrieren, werden vorbereitend einige
Ausdriicke fir ausgewéhlte /n P, (z,4) zusammengestellt. Dabei beschrinkt sich die Auswahl

vorrangig auf Darstellungen, die mit der Gammafunktion und BARNES G-Funktion ermdoglicht
werden konnen. Die Formeln finden vorerst nur Anwendung fiir |Z| <l1.

(72)  (a) lnPﬂ(z,l)zln(l—Z)+i%-ln(l—ij, 1U>0 (21)(a)
n

n=2"

oo 2
(b) znpﬂ(zz,z):znpﬂ(z,1)+znpﬂ(—z,1)=zn(1—zz)+Zi-zn[l—z—zJ (19)

n=2 n'u n
() ImPB(z))=y-z—InT(1-z) (24)
(d) ZnP0(22,2):—lnF(l—z)—lnF(l+z) =lnm (z#0) (26)
2
() ZnP_l(z,1)=lnG(l—z)+§-(ln(27r)—l)+%(l+}/) (35)
f P, (22,2)=ln Py(z1)+mP(-z1) (19)
=inG(+z)+mG(-z)+z-(1+7)
(@  mPy(z1)=z-InPy(z1)=[in Pyt 1)de (70)
0
22 Z3 z
= z'lnG(l—z)+T-(ln(27z)—1)+?(1+ y)-[InG(1-1)dt
0
(h)y P, (22,2)= InP 5(z,1)+InP 5(~z,) (19)

- = (G(1-2)-InG{1+ =) (a1 1 G~ [mGl1=)e
0 0

> (2~n +j)i_]

Im Abschnitt 5.3. Beispiele werden Konstanten C; ; :=
n=2 ' (n +j)l

-In(n) verwendet:
C1-1=12577468869..., (C1(=0,9375482543..., (11=0,7885305659...
(73) | Cp_1 =0,863206801 6., Cy0=03962524857.., Cy,=0,2627243708..

In(A)= #-q,o +é-(ln(2ﬂ')+ ¥)=0,248 754 477 0..., Cjo=-2"1-¢"(i+1)

Fiir z==1 gelten nach BARNES folgende Integralwerte, siche z. B. [S/C: 1.3. bzw. 3.4.]:

+1
(74)  [inG(1—rt)dt —Lmen) L 52.m(4) .
1 4 12
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5.3. Beispiele

Fir #<1listin(71) k; =kg, j=0,..,m ; damit sind die Summen in den Hﬂ_j,/i(z,ﬁ) leer.

o k+1
m=1,u=0A=1k;=2. z%=—z-lnP0(z,l)+lnP_1(Z,1) = (66) !
k=2
é’() k+1 - 22
(75) z k) —E-(ln(27z)—l)+7-(1—7)—(1—z)-lnF(l—z)+lnG(2—z) NEESW
k=2

Diese Reihe wurde ausfiihrlich auf den Seiten 15 f. behandelt. Man beachte die Umformung
z-InT(1=z)+ G -z)=-(1-z)-InT(1-z)+ InT(1- z) + In G(1 - z) mit (36).

Ahnliche Umformungen werden noch mehrfach verwendet, um den Grenziibergang z — *1
aus den (dann eventuell nicht so eleganten) Formeln direkt ablesen zu konnen.

1) k+1

m=1,u=1A=1k =1 Z”*k :
+

=—z-InB(z,1)+InPy(z,1).

(76) Z%: yz+(1—-z)-In(l-z)-mT(2-z)- ii-ln(l—ij,

k=1 n=2" "
|Z|S1,z¢l.
2k+2

m:l)ﬂ:l’ﬂ,zz, k] :LZ::ZZ_ z §2k+}€)+1) ——22ZnP1(22,2)+ZnP_1(22,2).
i 2k +1)- 2242
o ke(k+1)

77 G2-z)  G2+z) &7 2
2 2 2 -z +z z z
=z"-{1+ 1— -In\l — [ l - —-In|1—-—
z ( 7/)+( z)n( Z)+nF(2—z)+nF(2+z) nZ::zn n[ nzj
|Z|S1,z¢i1.

oo 2k+2
m=1,u=0,A=2k;=1z:= 22, Z M:—22 -lnP0(22,2)+lnP_2(22,2).

k=1
5 %: z.(2_1).znr(1_Z)+Z.(z+1).znr(1+z)+§.(zn(zﬁ)_1)+...
k=1
(78) . .
...+z-ln%—-[lnG(l—t)dt— [inG(1-1)dr

|Z|Sl,z¢i1.
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Unter Beachtung der Grenziiberginge (1-z)-n(1-z)—0 bzw. (1-

z)-InT(1-z)— 0 fiir

n

z—1 (202) und der Beziehungen Z 1 Zn(l - l) =—-Cyp und Z 1 ln(l + lj =Cq
n —n

n=2 n

ergeben sich fiir z == 1 aus (76) — (78) mit (74) die speziellen Reihen

& C(k+1) > (—1)FH Lk+1)
(79) (a) kzzlk(k'i‘l)_}/-i_Cll ’ (b) z k+1) - }/+Cl,—l,
o SQk+1) _ ~ = k) B
(c) Z‘l k-(k+1)_1+7+cl’1 Ci_1, (d) kék'(kﬂ)_ln(m) ,
- 2k+1 >0 k) _l
© X RS AT AR S ey

Esist (79)(e) = (67)(e) — (79)(c) und (79)(f) = (67)(f) — (79)(d). Vergleiche mit (67)(e)—(h)!

m=2,1=0,A=1k;=2.

) k+2 2

Z k+1) (k+2)

:—%-II’IP()(Z,I)‘FZ‘lnP_l(Z,l)_%'lnP—z(Z’l)

< é/(k) 2 _i' _ 3.2° B 22— B
D ) R S A S e A R
(80) ]
A= InG2-z)+ %jlnG(l—t)dt
0
|Z|Sl,z¢1.

m=2,u=1,A=1k;=1.
- ((k+1)-zk+2 z?

Z:: k(k+1)-(k+2) 2

> ;f(kﬂ)'zm CGy-1)-

; Z (n(27)-1)+ 2=

(l—z)—glnF(Z—Z)—%-lnG(Z—Z)—%- ii-ln(l—i)

'li’lPl(Z,l +z-InB(z,1 —l-lnP_ z1
0 2 1

2
z In(1—z)+....

n n

n=2
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m=2,,u:2,/1=1,k0=1, k1=k2=0 !

et 2 s £
kzlk k+1)- (k+2)___’lnPZ(le)'i'Z’[lnpl(z:l)"'4(2)'2]_5'[111P0(z,1)+ 5 .Z:|
> -zk+2 _22
3 k?(’;f)).(k”):%;(z).zz_%.y.2_¥ln@_z)+%.mr(2_z)_
82 )
3 Ea B
|Z|SI,Z¢1.

m=2,u=21=2ky=1,k=ky=0, z:=z>1

©° 2k+2) 2k+4_
kzzll (k+1)-(k+2)
4
2l ety 2L e £
oo 2k+2) 2k+4_3 A 22 1 0024 22
o S i (O - wen ) T a5

z —Z
...+l-jznc;(1—t)art+l [inG(1—t)dt + R
2 0 2 0

|Z|Sl,z¢i1.

4
R :_%.zn(l-zz)—zz-zn[r(l—z>-F(1+Z)]—§’”GG;j

M-lnr(1+z)—

2 2
R U 'ln(l—22)+Z'(lz_z)-lnl—‘(l—z)—

~ (T 2)+ T2+ 2) =2 (1nG(2-2) - nG(2+2)

Analog zu (79) und den Beziehungen Zi-ln 1—l =—Cyq, len 1+l =Cy
n=2 n2 n , n=1 n2 n ’

ergeben sich fiir z =21 aus (80) — (83) z. B. die folgenden speziellen Reihen:
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34 () Z k'(k+§l()lf)(k+2)=%-ln(27r)—é-}/—ln(A)
(b) kg k'((;)'i)-‘éékzz):%.(m(zz)—3)+%.7+1n(14)
© é k.(zﬁkl;.gﬁz):‘%'l”(z””%'“%'cu
A A

C(k+2)

3 St e
@ 2 k-(k+1)-(k+2) 4 §@)=5 7t =G

L
® T gt f0 e el

®) ,§ k-(kfl()z-k(;kﬂ):ln(zﬁ)_%

® ,2 (k+1).i§k++1;.)(zk+3):%‘é'V‘Z"”(A)

0 kg k-(k+315-;((li€:21;-(k+3):_%'l"(zﬂ)’LH'7”"

(x) ;g i fl‘f((,fi ;)2.)(% 5 L
) gl k;((’;:lz))%-ln(zﬂ)ﬁ- y+2Ciy

™ Xy "2t a-a

(n) Z 3-L(k+1) =l'ln(2”)—%'7—2-ln(A)+%CLl

k-(k+2)-(k+3) 4

Esist (h) =(a) + (b), (1)=(a)—(b), ()=(c)—(a), (k)=(g)—2(h), ()=(c)+(67)(e),

(m) =2(e) H67)(e), (n)=(() +3(a).
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Mit der Summe

i m _ i 1 B 1 _ 1
ook k) (k+m) Dk (k1) (k+m=1) (k+1)--(k+m) | m!
erhdlt man z. B. aus (84)(a), (¢), (j) die Differenzenreihen
6 @ > AT g L)L
5 k-(k+1)-(k+2) 4 12
C(k+1)- 1 3 1 1
®) kZI: k-(k+1)- (k+2) g eE) e Gy
(c) f: (lk+1)-1) =—14dyﬂ+13 +h¢@+1~c 1
Sk k+4)(k+2)(k+3) 2 n’ 2 M
5.4. Rekursive Erzeugung von Bildreihen
In (84) wurde mehrfach (fiir z=1) die Identitat
Z§k+ﬂ) k+m(k+z Z §k+,u )k+ml i k+,u) k+m
k-(k+1)-...-(k+m) Pt k-(k+1)..-(k+m— 1 Pt k-(k+1)-...-(k+m)

verwendet. Sie erlaubt es insbesondere, Summen mit m Nennerfaktoren auf solche mit m — 1
Faktoren zuriickzufiihren. Durch den rekursiven Ansatz mit i = m kann beispielsweise die
Summenformel (71) umgangen werden.

So gewinnt man aus der Kenntnis von (80) und (81) mit i = m = 3 in der Identitit den Ansatz

3'ik(;(k+l) 3 i C(k+1)- K2 i () k2 — -.(81)=(80)

(k+1)-(k+2)-(k+3) (k+1)- k+2 = k(e +1)-(k+2)

und damit die Summenformel

2 3 L(k+1)-
(86) zk-(k+1)'(k+2)‘(k+3)_

k=1
2 5 o -2 2
=1y =722 (o) -1+ R T = I Y S

2 3 oo z
z z 1 z 1
...—7-lnF(Z—z)—z-lnG(2—z)——2- > —'ln(I——]—E'IlnG(l—f)

Fiir z=1 folgt hieraus (84)(j).

Zu empfehlen ist ein Vergleich mit den auf anderem Wege gewonnenen Ergebnissen von WU
YUN-FEI [wul].
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6. Bildfunktionen der Area- und Arkustangensreihen

6.1. Die allgemeine Losung

werden die Bildfunktionen

Fiir die Originalreihen f(z)=

i (+ l)k_l 2kl _ {artanh(z)

i 2k-1 arctan(z)
S ) 2k-1
der Bildreihen Fy u (z)= Z h1 s [/1 2k -1)+ ,u]- z gesucht.
k=1 h
1 1+z 1

Wegen artanh(z):z-lnl =E-[ln(l+z)—ln(l—z)] folgt aus (16), (17) mit den 3.

Transformationsregeln R(2), R(3) die Zuordnung

ko—l o _ P _ ,i
87) artanh(z)%Fﬂﬂ(z): Z & A- (2K 1)+,U]_ 2k—1+lln /1( z, )
: = 2k -1 2 Pylz4)

Mit Hilfe der komplexen Darstellung arctan(z)= lar tanh(i - z) folgt aus (87) analog
l

ko=l ( \k-1 are _ P =iz
(88) arctan(z) ol) ( 1) 4 [/1 (Zk 1)+ﬂ]‘22~k—1 +L‘ln ,u( .l z )
p 2k -1 2. Pﬂ(z-z,/i)

z|<l z#xi.

6.2. Der Spezialfall =0, A=1

Fiir f(z)= artanh(z) folgt aus (87) und (24)

Folz)= imyz"“l zg*(1).z+l.1,{ e’" .F(l_z)]:l.m l"(l—z),

2k —1 2 | T(+z) 7=

d. h. die Bildreihe

o $2k=1) 21 1 T(-2)
89 Sk SV By AR k2
(89) ij %1 AN v ()

Z|Sl,z¢il.

Diese Reihe erhilt man auch einfach durch Subtraktion der Reihen (40) mit den Argumenten
zund =z !

Es bestehen weitere Verbindungen zum Abschnitt 4.5.:

Aus (89) folgt fiir z=1/2 die Reihe (56)(d); die Reihe (48) ist die Ableitung von (89); usw. .
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Fiir f(z)= arctan(z) folgt aus (88) und (24)

Flo(z):i(_l)k—lm 2t 1, Tl-iz)

P 2k -1 240 T(l+iz)
d. h. die Bildreihe
ok $2k=1) 24 1 T(-iz) .
—1)f e =y z——:-I <Lz#ti.
0 ,;2( T 7 My FShERE

Mit Beschrinkung auf reelle z=x folgt aus T'(1—ix) =T(1+ix) fiir die Betridge und die
Argumente: |F(1 - z'x)| = |F(l + ix)| und argT(1—ix)=-argT(1+ix).
Fiir den Quotienten gilt also % — 1. 2argTHix}i g (90) erhilt die Form

+iz

(91) Z(—l)"%-#“ =y x+targT(+ix), —1<x<1.
k=2 -

Da die Logarithmusreihe den Hauptwert /n(1—z) des Logarithmus darstellt, gilt fiir das
Argument ¢ : —Z< @< T.

(91) liefert eine Reihendarstellung des Arguments von I'(1+ix) mit Hilfe der Zetawerte:

92)  argT(1+ix)= Z k;*zi—kll) X2k

Nach (211)(a), (b) gelten fiir das Argument auch die Reihendarstellungen

93)  argT(l+ix)=-y x+ Z ‘:— —arctan —} = lim {x In(m Z arctan —]

n= 1 n n m—oo

Im Abschnitt 6.6. wird auf (92) und (93) im allgemeineren Zusammenhang eingegangen.

6.3. Die Spezialfille £ =0, A>1

Da ko =1 ist, entfdllt in (87) und (88) die (leere) Summe. Das im verbleibenden Quotienten
auftretende Produkt Py(z,4>1) kann nach (30) als Reihe mit den Koeffizienten a; (1)

dargestellt werden: Py(z,A>1)=1+ Z (- l)k -ap(4)- F
k=1

Durch Zerlegung dieser Reihe in Teilreihen erhilt man spezielle Formeln fiir Bildreihen.
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Es werden folgende Reihen definiert:

94) (@) u(z,2)= Z‘Qk 1 22kl (b) vl(z,/l):=1+ia2k-zzk
k=1

Ms

(C) uz(Z ﬂ,) ( l)k_l “Ari—1 'ZZk_1 (d) v2 z, /1 _1+ z Clzk Z

k=1

Daraus ergeben sich die Darstellungen
95) (@) R(zA)=v(z2)-ulz) b)  Py(-z4)=v(z,4)+u(z,2)
©) Ryli-z,A)=vy(z,A)=i-uy(z,4) d) By(=i-z,A)=vy(z,A)+i-uy(z,A).
(c) und (d) folgen aus (a) und (b) wegen i-uy(z,A)=uy(i-z,A) und v,(z,4)=v(i-z,1).
Durch Umformungen von (95) erhilt man anderseits die Beziehungen
(96) (a) 2-v|(z,4)= Py(~2,A)+ Py(z, 1) (b) 2-uy(z,4)=Py(~z,4)-Py(z, 1)
(©) 2-vy(z,4)=Py(~i-z,A)+ Pyli-z,A) (d) 2-i-up(z,A)=Py(~i-z,A)=Py(i-z,A)
© vEAP w4 = Ry-2.4) B lz4)= B2 2)
0 va(2 AP +ur (22 = By(=i-z,A) Poli- 2 )= Byl 2122 2)= Py - 222 2).

Mit Hilfe von (95) werden die logarithmischen Ausdriicke durch den Tangens ausgedriickt:

In Po(—Z,ﬂ.):ln V] +u1 :ln1+u1/v1 22’617”1‘611’11’11/[1(2,1)
Py(z, ) vy —u; 1—uy/» v(z,12)
In P()(_i'z’;t)—lnl-i_i.u2/v2 =2-artanh[i-u—2J=2-i-arcmn uz(z,/l)

Po(l"Z,/’l) B 1—i'u2/V2 Vz(Z,/%).

V2
Damit ergeben sich aus (87) und (88) die Zuordnungen

(97) artanh( ).M) ar tanh ul(Z’//L) — é’*[/l(Zk—l)] 2. k-1

v(z,4) et 2k -1 - ’

|Z| <1,z#%1,
(98)  arctan(z) o A2LU=0 arctan 2 (=.4) = Z (- l)k_1 &l (24 - 1)] g2

z|<1, z# %10,
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6.4. Anwendung auf den Spezialfall £ =0, A =2

Aus (25) P0(22,2)= Sin(zz . z) , B (0,2) =1 und den Folgerungen
Tz
99 () P (_ 22,2)= Py ((l ' 2)2 ,2)= Sin(n"- iz) _ sinh(rr - z)
-1z Tz

(b) Po(i-22,2):PO((8-2)2,2):M, e=— . (1+1) e =i

€z V2

©  nli22)pfiepa)etle e

ergeben sich aus (96)(a)—(d) die speziellen Beziehungen

sinh(z-£-z)+sin(z - € z)
2wz

(100) (a) V1(22,2)= Sinh(n-.zz‘);in(”‘z)

© v (22,2)=

sinh(z-£-z)-sin(z-€-z)
2-ri-ez

sinh(z - z) - sin(rz - z)
2wz

(b) u1(22,2)= (d) u2(22,2)=

Wendet man in (c), (d) die Additionstheoreme auf das komplexe Argument an und benutzt die
Beziehungen zwischen den Hyperbel- und Kreisfunktionen, so kann & eliminiert werden:

sinh(rr-&-z)= sinh(% : zj : cos(% : zj i cosh(% : zj : sin(% : z}

sin(r-e-z)= sin(% : zj : cosh(% : zj +i cos(% : zj : sinh[% : zj .

Diese Ausdriicke werden in (100)(c)+(d) eingesetzt, so dass nach entsprechendem Kiirzen gilt

Goml2a)e s () @ wlra)e s [ E
(100) (c%) vz(z ,2)—\/5.7[.2 SJ{\/E zj (d9) uz(z ,2) 7 ora S_(\/E zj
S+ (z) = sin(z)- cosh(z) + cos(z)- sinh(z).

Mit (25) bzw. (100) entstehen aus (87), (88) bzw. (97), (98) schlieBlich die Bildreihen

In sinh(r - z) — ar tanh sinh(rc - z)— sin(r - z)

1
2k -1 2 sin(r - z) sinh(zr - z)+ sin(z - z)

(101) 254/6 2) Ak=2 _
k=1
<1, 2220,+1.
=
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in(w) : cosh(w) - cos(w)' Sinh(w)

(102) i(— l)k_1 ‘M-ZMC_2 = arctan”

e 2k -1 sin(w)- cosh(w) + cos(w)- sinh(w)’
wz%-z, |Z|Sl,22 #0, 1.

Subtrahiert man von den Reihen (101) bzw. (102) die Originalreihen
artanh (22 ): —-In I+ 22 bzw. arctan (22 ),

so folgen nach einigen Umformungen die entsprechenden Differenzenreihen

(o] _ _ p— 2 . ] .
C@E=2)=1 a1, (A=2)sinhleez) )y 2,044

(103) = = ’
ké 2k-1 2 (1+2%)-sin(r-z)
0 —_— —_— —_— 2 . —_— 2 .
(104) z(_ l)k_l . C(4k-2)-1 Ak (1 22) tan(w)— (1+ 22) tanh(w) ’
k=1 2k -1 (1+z%) - tan(w)+ (1 = z°) - tanh(w)
w= . z, 1z|£2, 222 0, 4i. Firnegative arctan - Werte ist 7 zu addieren!
V2

Man achte auf den Konvergenzradius R = 24 =41 fiir z2!

Fiir die speziellen z—Werte z=1/2, 1/6, 1, 3/2 erhélt man aus (101), (103) folgende Reihen:

C(4k -2 1

s f@4k=2) _1 U 5o f(4k=2)-1 1 z.-(zj
(105) (a) kzl 2—1) 2 5 -Insinh 5 (b) kzl 1) 4T 2 In : sinh 5

= C(4k-2) n{ i 7[}
© g(zk—l) 36241 21 > h(6j

0 $ S 1m0

2k1
Z(2k-1)-36

{(4k-2)-1_1 sinh(ﬂ)}
© kzl 2k—1 _2 ln[ T
£(ak=2)-1 @‘”“2_1. 5 (3_7[)
@ kzl oy ) T2 M
1-22

Fiir (e) wurde der Grenzwert /[im ——— =— verwendet.
z—1 sin(m - z) /4
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Aus (102) und (104) ergeben sich fiir z= 1/32, 1/(2v2), V2, 5/4-42
(106) (@) ; o 11)5(242’; 2.z () ; o 11)4 =)t 2
© g - _[f)(“z’;k 22 arean )
(d) Z(_l - ('2[4;@’1‘)_ 21 521 _ greran (3)
©) gl(— 1)’; _[21 : gz(icl— 2| areran Gj
o gt ),

33—17-tanh(j-7rj

Die Reihe (a) kann auch aus folgender Eigenschaft des Arkustangens gewonnen werden:

Anmerkungen zu (106) :

Es gilt wegen arctan 5 = arctan 1 arctan "= die Summenformel
2-n n n
< 1
(107) Z arctan—— =arctan T — arctan(l) fir m — oo
— 2-n m
n=l1
o0 k—1 oo k—1 oo 2k-1
Folglich ist Z(‘l) '4(42’2‘12) _ Z(‘l) . 2}{ : Z(sz _
i @k=1)-2770 5 2k=1 27 Il
o oo f—1 2k—1 oo
:ZZ(_I) ( 12} = > arctan 1221_
nmtiml 2k=1 \2-n = 2.n7 4

T

+=
In (b) wird cosh[%) + sinh(%) =e 4 verwendet. Fiir (c) wird in der Formel (104) der
Bruch vorher mit cos(w) erweitert. (e) = (a) —2(c) ist eine der vielen Arkustangensformeln.

Das allgemeine Glied der alternierenden Reihen (102), (104) lésst sich nach (214) wie folgt
2k—1
2
C@k-2)-1 ap2_ 4 [z° '
2k—1 1| 4

2k -1
Der Fehler zur Rethensumme ist also kleiner als diese Schranke, wenn die Reihe nach dem
k-ten Glied abgebrochen wird.
Zum Beispiel konnen die Reihen (c) bzw. (d) nach dem 4. bzw. 10. Glied abgebrochen
werden, wenn eine Genauigkeit von mindestens 6 Stellen verlangt wird.

abschitzen:
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6.5. Die Bildfunktionen des Arkustangens als Grenzwerte

In dem Abschnitt 6.1. wurden die Bildreihen des Arkustangens auf die des Logarithmus
zuriickgefiihrt. In diesem Abschnitt werden direkt die grundlegenden Beziehungen (8) bis
(10) bzw. die 3. Transformationsregeln R(9) verwendet, um die Bildfunktionen aufzustellen.
Einschrinkend wird diese Grenzwertbildung jedoch nur fiir den Fall =0 diskutiert.

Nach 3. R(9) erhélt man fiir

ko—mzn(k| 2k—1)-1> 1)=[%}+1

g( ) arctan OZ_:

die Bildfunktion G 1,0(2) =: Ay(z, 1) als Grenzwert

5
N B Y S T
(108) Ao(z,ﬂ)::]\flinwzl arctann7 — kzzl %1 [n_’lJ , Z|S1 ,z#t0.
Damit lautet die Transformationsformel fiir die Arkustangensreihe
51
a0 "G VA k-] s
arctan(z) e—2—— Z 27 1 4y (2,2) |Z|S1,z;tii.
e 2k -1
Z A-(2k =1)]- 221
Die Bildreihen haben die Form
> (—1)kt 21 1+4
(109) > LAk =1)]- 277 = 49(2,4) |, ko =
k=Fy 2k -1 2.1

Fiir den Grenzwert A4,(z,1) gelten offensichtlich folgende Beziehungen:

(110) (1) Ay(=z,4)=—4y(z,2)

—iz, A iAo (z .
2) Ao(z,l):%-ln% ; PyizA) 2 Zp iz ) (88)

(3) Ao(x,A)=arg Py(~ix,A)=arg(in Py(—ix,A)) fiir reelles x.

(3) folgt aus (2), denn Py(ix,A)=Py(~ix,A) und ln(r : ei(p): Inr+ip.
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6.6. Grenzwerte A (z, /1) und Bildreihen fiir spezielle 1 — Werte

1+1/4

Sei A>1. Dannist ky —1 = [ } =0 und die ,,Korrektursumme* in (108) ist leer.

Es folgen nach (109) die Reihendarstellungen

(111) kz_:] (—1)"‘1%.22’“‘1=A0(z,/1>1) :Zarctann% <L zexi.

n=1

insbesondere

o oo 2
(112) Z(_l)k—l ,M,24~k—2 _ A0(22,2) _ Zarctanz— ’ A()(lljzg
“~ k-1 2 .

Man vergleiche mit (102) und (107) !

1+1/4

1
Sei N <A <1. Dannist ky—1= [ } =1. Das ergibt nach (109) die Reihendarstellung

13y S (-1 -w.zlk—l = —dy(z,2)= Z(%—arctan%j Z[<1lz#%i.
k=2 n n

n=1

Insbesondere gilt fiir reelle x nach (93) bzw. (110)(3)

(114)  (a) —Ao(x,l): i(i—arcmnfj: 7/-x+argF(l+ix)= }/-x—argF(l—ix)

n=1 n n

1 - 1
(b) — 4, (x, EJ = z (% —arctan %j =—arg F, [— ix, Ej

n=1

Ubrigens erhdlt man aus (19) und (24) fiir P (— i-Xx, %) zum Argument (b) auch den Betrag

2 g2
1 1 1 ) e VY
Pl —i-x—| =F|—-ix—|-Flix,—|=P--x"1=——
0( 2) 0( 2) 0(’ 2] o
_Z_n.l'

(c) )
r(1+22)
(d) P( i lj—e 2 mit 1 i( ! arctan ! ] 0.697428
0 —-1,— | = = —_— —_— | = . PR
2 n=1 \/; \/;

Eine geometrische Deutung von (d) wird im Anhang C gegeben.
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AbschlieBend einige speziellen Bildreihen ( vgl. auch (91) ):

(115) (a) i(—l)kmz—Ao(l,l)zi(l—arctanljz7/—argl“(1—i)z0.275575...
) 2k -1 o n

_\

(b) Z k ; (2K 11) 4k1—1 =—2'AO(%’IJZ i(l—Z-arctanLj

N 2n

—y-2-arg r[1 —%j ~0.089099...

e (-1)f J2k-1] 1 &1 1
(c) z gk—)l'g 7 =—A0(1,5j=Z(ﬁ—arcmnﬁjznz0.697428...

k=2 - - n=1

> (—1)F J2k-17 1 [1 1) “(1 1 J

d . . ==2-Ay| —,— |= — —2-arctan——=

()gzk—1§_2_4k—1 022 Z‘lﬁ 2n
i1

=-2-arg PO(—E,E) =0.203062

Zweimaliges Anwenden des Additionstheorems fiir den Arkustangens ergibt die Identitét

1 1
2 - arctan—— — arctan— = arctan

2 . Daraus folgen aus (113) die Beziehung
-a a

a-(4~a2+3)
1 - 1 1
2. AO[E,/IJ—AO(L A)= Z(Z-arctan - — arctan —j 2 arctan
n

n=l1 n’ -(4-112"1 +3)

und die Bildreihe

P 2k -1

(116) i(—l)"-g[”@k_l)]-(l— 1 jziarctan ! Lo«

Fir 4 =1 bzw. A =1/2 erhilt man die (schlecht konvergierenden) speziellen Reihen

oo k
(116) (@) —(b) D ﬂg“(zk )(1——) Z arctan —————————
= 2k —1 (

4+ 4n+3)

=2-arg 1“(1 —é) —argT(1-i)= 0,186476...
k
HOE=@ zzk—l 4% IM 4“] zammn\/_(41n+3)

=2 arg PO(—é,%j —arg PO(— 1%) ~ 0.494366....




7. Bildfunktionen der binomischen Reihe

7.1. Die allgemeine Transformationsformel

(o)

Gegeben ist die binomische Reihe f(z)=(1+2)% = Z(%j 2K mitreellem & #0.
k=0
Diese Reihe ist fiir positives ganzzahliges &= m und beliebigem z eine endliche Summe.

Fiir o # m ist die Reihe absolut konvergent fiir |z| <1und falls & >0 auch fiir |z| =1.

a-ln(l1+z)

Man beachte, dass stets der Hauptwert der Potenz f(z)=e gemeint ist.

Mit beliebigen reellen A >0, u ist nach (8), (9), (10) bzw. R(10)

ko —1

(117) g(z):(1+z)“—2[7fj-zk , ko=min { k20| A-k+pu >1}:F‘T“} +1
k=0 0
N 1 z N 1 “ ko k
= Ii — = i —
Gﬂ,,u(Z) NZT”nZl i g(ﬂg} N’Z"wgl nﬂ( ) j g( j Ak+u

ko -1 v

)= S [Z‘].g*u.kw).zk Gy ule)= z(i’j.;*(z.kw).zk

Im Folgenden werden nur Bildfunktionen fiir A=1 und g =-a untersucht.

72.DerFall O<a <1 .
Mit A=1 und g=-a<0 gilt ky=[1+a]+1=2.
1
Es folgt aus (117) mit dem Ansatz g(z)=(1+z)* Z( j =(1+z)* -(1+a-z)

Gl(z)= lim %[n“-(nija—i[ij- ika}_ lim ]ZV:{(nn)“—n“—a-an_a}

N k=0 n N—eo |

Die Transformationsregel fiir alle |z| <1 und 0< a <1 lautet

eaf = B[ 0) s = B¢ cle-a ot -

~\ k
(118) k=0

Nach (1) ist {+(0—-a)=0.

33
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Die Bildfunktion (118) erfiillt folgende Beziehung
(119) A_g(l-2)~F_g(-2)=-(1-2)".

Denn es gilt (nach Aufhebung benachbarter Reihenglieder und Beachtung von (3))

G(l-z)-G(~z)=

N
:NI@&;{(”-H_Z)&_(”_Z)“_a'nlla}zjleinoo[(]v+l_z) (1-z —Oth:ln
— lim [(N+1—z)“—N“+a-[Na— 3 1 ﬂ—(l—z)a=O—0{-§(l—0{)—(l—z)“
N —eo L A——y &

Fl,_a(l—z)—FL_a(—z)z0{-{(1—0()-(1—z+z)+G(1—z)—G(—z)=—(1—z)a .

Die Beziehung (119) 148t sich als Bildreihe darstellen:

(oo}

(120) Z(Z‘j-((k—a)-[(l—z)k—(—z)k]:—(l—z)“ O<a<l ,

k=1

Z|S

|<1.

Fir z=0, 1, 1/2 ergeben sich aus (120) die speziellen Reihen mit 0 < &z < 1:

(121) (a) 1+z(j Ck—a)=0 (b) é(—l)k_l-(ZJ{(k—a):O

o @ | {2k-1-a)_ 1

Die Reihe (b) konvergiert sehr langsam speziell fiir o =0! (d) = (a)+(b).

Fiir @ =1/2 erhilt man mit (203)(c) aus (121)
1 1 I-1 3 1-1-3 5 1-1-3-5 7 _
2 @ sl sy G ahe s )
1 1 1-1 3 1-1-3 5 1-1-3-5 7 _
o 54533 aie B)aier 43

1 1 3N 5 71 9 1 13 -1
© 1!-41'§[Ej+3!-43.4(5)4_5!-45.§[5j+7g.47.§[3j+'”_\/§

mit 2k +1)!1=1-3-5-...-(2k +1).




Subtrahiert man von (120) die Originalreihe

10-2)-162= Y2} l-2F -1 =202
k=1

so entstehen weitere Reihen:

(o]

(123) ZU:]-[—{(k—a)]-[(l—z)k—(—z)k]=(2—z)a O<a<l,

k=1

z|<1, [1-z|<1.

Fir z=0, 1, 1/ 2 ergeben sich die speziellen Rethen mit 0 < a < 1

o
k

(124) (a) Z(Zj.[l—é(k—a)]zza ) Z(_l)k(
(©) Z(Zka_lj. 1—5(2221211—05) :%GT

o sl A b

7.3. Bildreihen mit komplexem Argument, trigonometrische Reihen

)ww—awu=1

Die zulédssigen komplexen Werte z der Bildreihe (120) ‘
liegen in der Schnittmenge der Kreisflichen !

35

ZZ%(I—y'i)zi“e_(M mit 1—z=z=r e?’

z|<1und [1-z|<1 | /
Dazu gehoren auch die Punkte auf der Mittellinie K 1

und |y|S\/§, r=%- 1+y2 , qp=arctan(y).

Fiir diese Punkte erhélt die Formel (120) die folgende Form

im Llk—a) ok Jeri — (Crf ek

(125) jo\k

=% X = [cos(p-a)+i-sin(p-)].

Zerlegt man diese Summe in Teilsummen mit geradem und ungeradem Laufindex und
verwendet die Beziehungen
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[e(p.zk.i _ (_ l)zke—(p-Zki ] — [e(P'Zk‘i — e—(p~2k4i ]: 2-0- sin(2k : (0)

und [e(p-(Zk—l)-i (1) 2k ] _ [e¢~(2k—l)-i L o (2k-1)i ]: 2-cos((2k~1)- ) .

so liefert der Vergleich von Realteil und Imaginérteil die trigonometrischen Bildreihen

(o)

(126) 2(202)-?(216—0{)-7’2]{-sin(2k-q0)=—l-ra-sin(a-(o) ,
k=1 2

(o)

(127) Z(zka_ 1)-;(2/(—1—0()- p2h -cos((2k —1)- @)= —%-r“ -cos(a- @)
k=1

mit r:%‘ 1+y2 und @ =arctan(y).

Die reellen Parameter o und y sind wéhlbar in den Bereichen 0 <a <1 und | y| <43.

Nachfolgend die Bildreihen fiir

y=1: r=1/\2, p=x/4, y=3: r=1, o=1/3, y=1/\3: r=1/\3, p=1x/6:

© i(;}i) 0k -a)- sin(2k-§j - _%.sin[oc%j

(d) i(%— )§(2k—1—a)-cos((2k—l)-%j:—%-cos(a-%j .

1
k=1
(a) (Rk-a) . (, 1 T
(e) ( J Szn[k-—j=— sm(a —j
o @ | {@k-1-a) my___ 1 7z
(H kzzl[zk_J-3—k-cos[(2k—l)-g]— T cos((x 6)

Werden die trigonometrischen Faktoren durch entsprechende Wurzelausdriicke ersetzt, so
entstehen die (z. T. weniger ilibersichtlichen) Reithendarstellungen:



(130)
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aus ergeben sich mit @ =1/2, 2/3 bzw. 3/4 die speziellen Reihen ( siehe (203)(c) )

@ EF o S S A e

5 g S o) B 2]
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7.4.Der Fall o< 0.

Mit A=1und f:=pu=-a , f>0, gilt kO:[l—ﬂ]H:l

1
Nach (117) folgt der Ansatz gz ( ) —1,
(i /3 Z (42

6= tim 3| L Ly s
Noe = n# (1+z/n)'B n¥ N—eo = (n+z)ﬁ n¥

Dieser Grenzwert kann nach Anlage A (215) mit der HURWITZschen Zetafunktion ¢ (x, a)
ausgedriickt werden:

G(z)= lim %[ 1 —i};(ﬂ,z)—iﬂ—;(ﬁ), B>0, Bl
1 z

N—eo = (n+z)ﬂ n?

In der Anlage A sind einige wichtige Relationen von {(x,a) zusammengestellt. Niiheres
findet man z. B. in [W/W: XIII].

Damit gilt fiir die Bildfunktion

0

Fp)= X ) lkr )5+, ple) = C(B)+ 6Le) = ¢(6.2) -
k=0 z
und die Transformationsregel lautet fiir alle |z| <l,z#0und >0, =1
L (B¢ o 1B, w( j Y AL
(1+Z),B kzzzo[k] — > S+ B) ¢(8.2) B
(131) .
e L
e 2|

Mit (203)(b) erhilt die Bildreihe schlielich folgende Form:

[l

13 SV el ) = (8.0)-¢(6)- 5.

k=1 z

Z|<1,z#0, >0, f#1.

Fir # —1 erhilt man nach (215)

oo

(132) (@) Y. (-1 ¢k +1)-2F =—y—plz) -~

k=1

Das ist die leicht umgestellte Bildreihe (47).
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Sei f=n+12>2, ganzz., dann folgt aus (132) und (k -;{- nj _ (n -111— kj

> +k
(133) Z(—l)"[" jé’(n+k+1)‘zk=§(n+l,z)—%, 2| <1,2#0, n>1, ganzz..
k=0 " z

Das ist wegen (218) die (durch n! gekiirzte) n—te Ableitung von (132)(a) !

Fiir z=1/2 erhilt diese Reihe mittels (219) die spezielle Form

(134) i(—l)"”(“kJM:z” —(2" —1)~ C(n+1), n=1, ganzz.;

] n 2k+1

d.h. fir n=1, 3, 5 mit (220)

(o)

(a) Z(_z—lk)k-k-é’(k+l):2—%-7z'2 (b) iﬂ-@j[(k+l)=2—3l-ﬂ4

Aus (132) und (216) findet man analog zu (120) die zusammengesetzte Bildreihe

<1, f>0.

7

S (k=1+p 1
a9 3| J-é’(k+ﬁ)-[zk—(z—l)k]_(I_Z)IB,

k=1 k

Wegen (132)(a) und (207)(a) ist die Reihe auch fiir =1 giiltig!

Durch Subtraktion der Reihen fiir (I —z)™# und (2—z)# folgt aus (135) mit (203)(b) die
Differenzenreihe

(136) i[k_}:ﬂ [$(k+B)- [ K (z-1)f ] ;ﬂ, E <1, >0.

k=1 (2-z)

Fir z=1/2 , f> 0 vereinfachen sich beide Reihen:

_ B
13) @ z[i’;*ﬁjﬁ“(%;Lﬁ):zﬂ (b) z@ﬁ/ﬁ 4“(2k+41k+ﬁ) 1:@

= (4k+1)1 C(2k+3/2) > (4k+1)1 C(2k+3/2)-1 \P
()z Qk+1)! 2.16F =2 @ z (2k +1)! 2.6 N3

(c) und (d) folgen fiir #=1/2 und mit B=1 ist (137)(a) = (59)(d) bzw. (137)(b) = (61)(e) .
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7.5. Weitere trigonometrische Reihen

Ankniipfend an 7.3. konnen aus (135) trigonometrische Reihen erzeugt werden.

Mit z = %(1 +y-i)=r-e? und 1—z=z=r-e %" erhilt (135) die Darstellung

(138) i(k_}: ﬂj Lk +B)-rF -[e(p'k'i —(- l)ke_¢'k'i]= rh Jcos(p- B)+i-sin(p- B)].

k=1

1 .
r= 5 1+ y2 , @ = arctan(y) mit den reellen Parametern 3> 0 ,

) <

Der Vergleich von Real- und Imaginirteilen beider Seiten liefert analog 7.3. schlieBlich die
trigonometrischen Teilreihen

(139) Z(zk;}c+ﬂ)-§(2k+ﬁ)-r2k-Sin(2k-¢))=%-r_ﬁ-sin(ﬂ-q))

k=1

140 (P20 ) k14 ) cosl(2h-1)-g)= 117 wcos(p-p).

k=1

Hieraus resultieren fiir y=1: r=1/v2, ¢=7/4 und y=1/3: r=1/\3, p=7/6
folgende Reihen fiir > 0:

(141) (@ 2(2" ”ﬁ) g(zkw)sn(k%j:@.sm(ﬁ%j

2k1

2k-2 2k l+ﬂ) -
2k——i1-ﬁj 2k—1 S((zk—l)-%j: 2ﬁ l'COS(IB-%j

® >
k=1

k
| 3

=

(
© i(zk 1+/3) {Rk+B) n(kgj:%.\/ﬁ.sm(ﬁ%j
(

) §2k2k2+ﬁj {Q2k-1+5) s((2k—1)-%):%-

B-1. z
v 3 cos[ﬂ 6)

b

Werden ( wie in 7.4. (129) ) die trigonometrischen Faktoren ersetzt, so erhalten nur (141)(a)
und (b) eine tibersichtliche Form:
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(142) (@) i k(4k+l+ﬁ]-§(4k+2+ﬂ)=\/27-sin[ﬂ-%j

=0 4k +2
oo k
2 K‘Z{iﬂ.;(4k+1+ﬁ)—%-(4k4;i;ﬁj-;(4k+3+ﬂ)}:

:\/27-00{,3-%) , B>0.

Fiir geeignete - Werte (z. B. =1, #=2) entstechen Reihen mit einfachen Summen:

cB) ¢(7) ) c(5) c(19) (23

) g0, <00 53, <09 g,

260)-£8)_2£60)-£6) , 2£00-£02)_2£09)-¢06),  _,
40 4! 42 43

o (5950520 (2.5, 0.5,
|

;(2)_;(@}_(4@) £ )) [a ) :(w)}_(;(zo)_;(z@}_“:1

310 312

(143) (a)

(b)

LL@) L C6), C02) ), o £R0) . cRh),

© N 53 e 57 59 NI T
¢B)-4(5) 34(7)-240) , 5¢011)-3403) 7£015)-4£07),  _

() 20 4 + 2 e +—...
3{(4) , 5£(6)) (9400) 11£02)), (155(6) 17£08))  _ 1

(g)(32 33J(35 36 J( 38 3 j o2

(h

N

((() 3¢(7 )J (44(9)_64“(13)j+(7§(15)+95(19)j_+.__i_

3l 33 34 36 37 39

Fiir gebrochenes f entstehen dhnliche Reihen wie in (130). Es moge geniigen, die zu (130)(a)
analogen Reihen aus (142)(a) fir f=3/2 und £ =1/2 zu bilden.

(144) (a) 20(;%)1{-(4k+5/2j-§[4k+1j=i 1 -(8k+5)”~§(4k+9= V2 +1

4k +2 2) D4kl (4k+2)

= (=1)F (4k+3/2 = (-1)F ( 8k+3)!! 5 1 -
o S () 3] E 2 )

Hier wurde Sin[% + %J = l 2% \/5 verwendet.

2
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8. Bildfunktionen der Exponential- und trigonometrischen Funktionen

8.1. Die Transformation der Exponentialfunktion

Gegeben ist die Exponentialreihe f(z) = exp(z)= Z %-zk , z beliebig komplex.
k=0""

Mit reellen 4 >0 ,u folgen aus (8), (9), (10) die Transformationsformeln

ko -1
(145) g(z)=exp(2)—2%'2ka kO::min{k20|ﬂ-k+ﬂ>1}:{1;#}0+1

k=0
N N ko —1 k
. 1 z | . 1 z 1 z
O ae)= lim 2, n—ug(n—a] = Jm 2 L_ﬂ ,{7 ] 2 E'—nmw]
E/Lﬂ(z) = Zp-g*(l-k+,u)-z = Z F-é’*(/l-khu)-z +G/1,ﬂ(z)
k=0"" k=0 "~
mit den speziellen Bildreihen
(146) (a) Ejglz)=7y-z+ Z =yz+ Y {exp[fj—l—i},
o n n

(b) Eﬂ,ﬂ<z>=;*cu)+i%-;u.m).zk=;*<ﬂ)+§%.[exp(iﬁ}_l}

k=1"" n=l 1

z.B. (bl) E/1>1’0(z)=i%-{(l-k)-zkzi{exp(n% —1}

k=1"" n=1
(b2) Ez (2 y+z N O exp(iﬂj_l}
n

oo

—| 1 z .
(c) Ej, y>1(z):k§,0 X 5(/1 k"',U ’;{n—ﬂ (—/1 } furalle ze C.

Es gelten offensichtlich die Beziehungen:

(147)  (a) Ep ,(0)=ge(u) : (b)
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Die Grafik zeigt fiir reelle x den Verlauf von

Epo(x), Epolx), Epp(x)=Efo(x), Esr(x)=E) (x) und E; o5(x).

s o
ot
— E1,0(x) K
--=-- E2,0(x) ;,’
----- E1,1(x) 5l
—eeems E2,2(X) 5 Ky /
|— - E2,05(x) & ;
kS o' /
e ¢
‘I'.l. " /
3 e
g - -"‘o' /
Pt i i /
" o o S/
= /
/ 1
rad [
o0 [0 Ve 1 2
- '0" 1N /
- v’ _1 /
IR -_d’ ot
- PPN -
o= -
=" -
‘.-‘-o- - —— —_—
....... - —— — _ 3._

Sei x >0. Dann gelten folgende Abschitzungen fiir ¢ >1.

(148) () 0<e™< Ey ,(x)< {(u)-e”,

(b) 0< e +(C(u)-1)e 2 < By y(cx) < e +L(u)-1,

e

5V s
(c) E/Lﬂ(—x)<g“(,u—5)-(/1—J X fir u>1+6, 6>0.

Fiir (148)(a), (b) verwende 1< {(Ak+ )< (1) bzw. e <e_x/2/1 < e_x/n/1 <1,(n>2).

A
(148)(c) entsteht, wenn die Faktoren f(n) durch das Maximum von f(t) = 0 -e_x/t , 21

in der Summe E, (—x)= Z
n=1"

1A 5/2
Mit f(6)=0 folgt tqy =(%j und f(tmax)z(%J x4
e

=5 (n) ersetzt werden.

Aus (148)(a) und (b) folgt mit (147)(b) fiir alle reellen x £} ;51 (x)= Ej ;4 151(x)>0,
d.h. die Bildreihen (146)(b) und (c) sind streng monoton steigend.
Da zujedem g >1 ein 6 >0 mit 4 > 1+ J wihlbar ist, folgt aus (c):

(148) (d) I;m E,1~u>1(x)=0 bzw. allgemeiner 1_1)m |x|a-E/lnu>1+a.,1(x)=0,a20.
X—>—0o0 X—>—oco
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8.2. Bildfunktionen der trigonometrischen Funktionen

Aufgrund der 3. Transformationsregeln R(2) und R(3) ergeben sich aus der Darstellung der
trigonometrischen Funktionen mit Hilfe der Exponentialfunktion analoge Darstellungen ihrer
Bilder.

(149)  sin(z)= i (-1)f '_22k+1 Au S/L,U(Z)::i (1) &2 ‘(2k+1)+ﬂ)_22k+1

0
exp(iz)—exp(—iz) _Eﬂ,y(iz)_El,,u(_iz)

= (k) = (k)
_expliz)+exp(-iz) _E/l,,u(iz)"‘El,u(_lZ)
2 2

Die Bildfunktionen S, , (z), C A (z) sind an der Stelle z =0 in Potenzreihen entwickelt.

Weiterhin lassen sich die Bildfunktionen mittels (146) auch als Reihen trigonometrischer

Funktionen darstellen:
{ (%) } (b1) Cl olz gl {cos( j }

(151) (al) SlO =y-z+

||M8

@2) S zo10(z2)= sm(% (b2) C zs1,0(2)= Z[cos[% —1}
n=1 n=1 n
@3) S .4z Z 1 (%] (b3) C 4.1(2) 7+Zl{cos %j—l}
n=1" n=1" n
— 1 — 1 z
(a4) S 7 u>1(2)= 27 sm(n—ﬂj (b4) C 7 ps1(2)= Z 008 (7]

Im Unterschied zu Fourierreihen werden nicht trigonometrische Funktionen von Vielfachen
des Arguments liberlagert, sondern von Bruchteilen des Arguments.
Fiir diese gelten u. a. keine Orthogonalitdtsbedingungen.

Einige offensichtliche Beziehungen sind nachfolgend zusammengestellt:

(152) (@)  8;,4(0)=0, Cy,(0)=¢x(u)

d d
(b) ZSL#(Z):C/L, ura(2) dzC 1(2)==54 4+2(2)
©  Spul-z)==S1,() . Cuul-2)=Cy ()

(d) E/L,u(iz) C/I,u( )+l Sl,/l(z)
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In nachfolgenden Aussagen ist x reell und u#>1.

1. Die Bildfunktionen F(x)=S Au>1 (x) bzw. F(x)=C A >1 (x) sind beschrinkt.

(159 [Spum@)]<C) . [Caum)|<¢)=Cy o).
Denn es ist z. B. ‘S/ly>1 ‘ i% ( ]<Z—l—
n=1 n 111

2. Die Niherungssummen F(x, N) der Bildfunktionen F(x) sind fiir m =1, 2, .. periodisch.

N N
(154) S m’ﬂ(x,N) = Z L-sin[imj , Cm’ﬂ(x,N) = z %-cos{imj

n=1 n’u n

S my6N)=S,, ,(x+P,N) . C, 4(x,N)=Cp ,(x+P.N).

Die Periode ist P=P(N)=2-7-v(N)".

V(N)=lem(l,..,N) ist das kleinsten gemeinsamen Vielfachen der natiirlichen Zahlen n< N .

3. Die Bildfunktionen F(x)= Sm,u 21(x) bzw. F(x)=C,, U ~1(x) sind fiir ganzzahlige
A=m=1,2,... aufgrund folgender Eigenschaft , fast periodisch*:

Zu jedem £ > 0 existiert ein p = p(e) derart, dass fiir alle x gilt:

(155)  |Flx+p)-F(x)|<e. (Fiir £ > 0 gilt p(e) > o).

N
Wiihle zu vorgegebenen & >0 ein N = N(g) mit ¢ (u)— z Lﬂ <§ und bilde p(g)=P(N).
n=1"

Dann gilt mit f(x)=sin(x) bzw. f(x)=cos(x)
Flot p) F(x)= F(x+ p.N)- § L#(f( tf’}f{imj]'

Nach (154) folgt die Abschditzung

> 2 N

Flx+ p)-Flx) < ; Sl

Anmerkung:
Fiir das gewdhlte p(g)= P(N) liegen die Abweichungen zum Teil wesentlich unter £, da die

Summanden fast immer <2-n"* sind.
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In der Grafik sind die Kurven Sj 3(x) und Cj 4(x)= di S| 3(x) sowie die um Vielfache von
b b x b

P(2)=27x- 2! verschobenen Kurven S1.3 (x+P) und Cl.4 (x+3- P) dargestellt, (S(0)=0).

2
Die Abweichungen |S(x +P)- S(x)| liegen z. B. unter 2-({(3)— Z %J =0,154..<¢.

8.3. Beispiele unter Verwendung der Fehler- und Fresnel-Integrale

Sei #>1+4/2, x=>0. Dann folgt mit den in (224) ... (226) definierten Integralen

X

Icos(tz)dt

0

\/_j. 2 dt, S(x) \/_J‘Sll’l( ) C(x) ::\/2_

2r
durch gliedweise Integration aus (146)(c) und (151)(a4),(b4)

T N, e &1« Vo A
(156) iEM(—Z )dz— ,1221171#_/1/2 q{nmje C[,u Ej fiir x — oo,

2 2

Ly e ) N A
(157) (a) _!..S/L,U(Z )dz— 5 -nZ::lnﬂ_l/z-S(nl/zl 1 (,u—;}

CLA S W 0 . - P N
2 Au=A2 T\ A2 4 ¢l u 2 '
n=l1

(b) Tcﬁ,ﬂ(zz)dp
0

Fihrt man fiir die zugehdrigen Bildreihen von £ (— z? ), Sau (22 ), Cau (22) die

gliedweise Integration aus, so ergeben sich die folgenden Grenzwerte:
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2k+1:ﬂ{[ﬂ ﬂj ’

R )
(158)  lim Z—)'C(ﬂ-kw)-x : -7

x—eo o0 k- (2k +1

R (-0t 4k+3 _ N2 A
(159) @ xlfloo,;)(2k+1)!-(4k+3)'5(’1'(2k+1)+”)'x ! '5(” 5)’
= VT kel _N2m (A

Offensichtlich sind die Reihen (158), (159) spezielle Bildreihen von ®(x), S(x), C(x) und
gehen fiir £ — o, d. h. { —1, in deren Reihenentwicklungen tiber.

Aus diEM_ﬂ(—zz): ~2-z-Ey y(—zz) folgt fiir 1> 1+ A nach (147)(a) und (148)(d)

. H=1TA

Tt 1 1
(160) IZ-E/Lﬂ(—zz)dz:E[E/Lﬂ_ﬂ(O)—Eﬂ’ﬂ_ﬂ(—xz)] e?é’(,u—/l) fiir x —> oo

0

d 2 2 2 2) e 3

Analog folgt aus ZZ'ELIU_A(—Z )=E/1,ﬂ_,1(—z )—2-2 'Eﬂ’#(—Z )fur,u>l+§-/1
unter Beachtung von (156)

(161) zZzE/L#(—Zz)dZ:%[—x-El’ﬂ_i(—xz)L%iEi’#_i(—zz)dz%g-é’(ﬂ—%lj.

Aus (160) und (161) ergeben sich die Grenzwerte fiir folgende Bildreihen:

oo k
(162) (a) lim Z (5;:)1)' .é‘(ﬂ,.k+,u).x2k+2 _ é’(,u—/i) Cus1+4,
x—eo (7 !

R ) Y .zz«mﬁ.(_z.j 3.
(b) xlgnmgok!.(%”) C(A-k+p) x =——Lllu : Al, ﬂ>1+5 A.

s . 1 o .
Die Dichtefunktion ¢(x):= )E A (— xz) beschreibt eine symmetrische

. 1 .
Vo (=22

Fehlerverteilung mit dem Mittelwert 0 und der Streuung ¢ ( U— ; : /1} / 2-¢ ( U— jj :

Fiir 4 — o geht die Verteilung in die der Fehlerfunktion ®(x)iiber.
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8.4. Laplacetransformationen der Bildreihen und Bildfunktionen

Wendet man auf die Bildreihen von £, , (z), S A (z) und C A (z) und die entsprechenden

Bildfunktionen (in Form unendlicher Summen) gliedweise die LAPLACE-Transformationen

(221) bis (223) aus dem Anhang A an, so entstehen belangreichende Beziehungen.

Zum einen gelten fiir die Bildreihen und Re(z)> 0

o _I
(163) je 2 Ey (1) dt = Zg* (A-k+u) 251
0 k=0
w _
(164) _[e z 'Cﬂ,ﬂ(t)dt: Z(_l)kéf*(/l,Zk_,_lu),ZZkﬂ,
0 k=0
w I _
(165)  [e =8y 4(0)dr =Y (<1 Gl A2k +1)+ ) 242
0 k=0

Die rechts stehenden Reihen konvergieren zumindest fiir 0S|z|<1, da sie Bildreihen der
- 2

=, flz)= Z_ sind.
22 1+ 22

Potenzreihen von f (z) =

Zum anderen stehen die transformierten Bildfunktionen in Beziehung zu den Funktionen
Ou (z,4), die im Abschnitt 4.2. Formel (20) eingefiihrt wurden.

Die transformierten Bildfunktionen und entsprechende Beziehungen sind in den Formeln
(166) bis (168) zusammengestellt. Man vergleiche dazu die Abschnitte 4.2. —4.5. .

Anmerkung zur Integration: Zum Beispiel ergibt sich (163)(a) mit (221) wie folgt

w I w

o -
[e 7 By () dr= Z — g“* (Aok+p)-[e =% dt="y Aokt p)- ="
0 k= 0 0 =

Ebenso findet man mit (221) aus (146)(a) die nachfolgende Formel (166)(a)

oder mit (222) aus (151)(b3) die Formel (167)(c)



49

t t

oo _L o 1 w0 oo _I
[e z-Co()dt=[y-e zdt+ [e Z—[l-cos(%]—l}dt
0 0 0

o _1 oo 3
(166) (a) [e = Eio()di=y-22+Y ~ =22 (y=0y(z1) ==z y(1-z)
0 o n-z
oo _1L o 2
b) [e z Bz o)di=Y ——=-0(z.A>1)
0 n=1n —Zz

°° A
@ [e = Epys)di=3 — = —=-20y ;(2.4)
0 n=

(167) (@) [e =-Colt)dt==Y 22 - =Z.[t-7z-coth(r-z)]
0 ' n=l " +z 2
o _I oo 3
y4
(b) J-e z Cﬂ>1,0(t)dt__z 2.1 2
o _I | 3
© [ezCi@dt=y-% > —=
E[ Al n=1 l’lz.;t+Z2
t
T > 1 z.pt
d e z-Ch yot)dt=> —
’([ H21 Z‘ln/‘ n2t 422
_t o 1 4

(168) (a) [e -8 o()dr=p-2"- ~
0

o _ I o 2 1
) [e 2851 0)dr=3 =
.([ ﬂ>1,0 nglnz/?’-i-zz
t
T > 1 2t
(© le 7-8y 5 (t)dt = —
’([ H2] nzz:l nH p¥A g 2

Durch Vergleich von (166)..(168) mit (163)..(165) lassen sich zu den Reihendarstellungen im
Abschnitt 4.5. weitere hinzufiigen, wobei die Einschrinkung Re(z)> 0 zu iiberpriifen ist.
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Zusammenfassend gelten die folgenden zumindest fiir |Z| <1 giiltigen Bildreihen, wobei

gelegentlich Kiirzungen durch z erfolgten und erste Glieder umgeordnet wurden:

oo oo 2
(169 @ ¥ ()= =3 T =),
k=2 n=1 ‘
oo oo 2
b) Y C(Ak)F =Y ——, A>1,
k=1 n=1 1" —Z

(c) i{(ﬂ-kﬂ)-zk:i%- S, >0,

k=1 n=1" N —Zz
@ S (Gkeu)f=3 L 0
lu - U A ” ,,U .
k=0 n=1n" n- -z

oo 2
(170) (@) Y (~1f*1¢(@k)-22F = —F =(50),
k=1 =

n=l h +2z
oo 2
) Y @2 k) 2R =Y S AT,
k=1 n=1 N + z
© Y (11 (2-2-k +1) 22":2;- ., A>0,
k=1 =1t n” " +z
@ ¥ 0 2krp) =Y — T A0, w1,
k=0 n=1l’l n + z
- Pl 2
(17D @ Y (k1) 22 =Y S =>38), (170)()
k=1 n=1" n~+z
- o y)
() ¥ (I ¢k +1) 22 =Y 57— A1,
k=0 n=1 N +z
o A
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9. Einiges zu den in den Bildfunktionen auftretenden Summen

9.1. Restglieder in der Reihenentwicklung von Bildfunktionen

Die in den Abschnitten 4.5. und 8.4. speziell im Zusammenhang mit O, (z,/i) auftretenden

unendlichen Summen werden nachfolgend unter einem erweiterten Aspekt untersucht.

, q#1 , m=12,3,.. die Variablen c, g

mn m+l1
Werden in der Identitiit Zc-qk _¢49_¢49
k=1 l-g 1-g¢

ersetzt durch c=l/n” und ¢ = /n’1 mit ze C, n,me N, A,ue R, so gilt

k 1 z 1 PR 2

Ak+u pyz A n/1~m+,u n’i

—Zz

Bei geeigneter Wahl von A, ¢ (z. B. A+ >1) kann tiber n summiert werden, wobei alle
Summen konvergent sind.

1 Zm+l

(172) Zg“}tk+y Z% - —Z T

k=1 nt-z aTin —z

Wird nach (20) die erste rechte Summe durch —z-Q,, (z,A) ersetzt, so gilt schlieBlich

1 Zm+1

a3 ¥ Y ETET)

n=1"

- _i (A k+u)z*~2.0,(2,2)

—Z k=l

m=1,23,.., z#£n*, A>0, A+u>1.

oo

Fiir |2| <1 gilt nach (18) —z-0,(z,2)= Y {(A-k+pu)-z* und (172) liefert

k=1
oo m Zm+1

(174) F(z)=Y {(Ak+u)-z*=> {(Ak+p)z +Z ﬂmw i =F, (z)+R,(z)
k=1 k=1 n— n —Z

m=1,23,.., |7/<1, 2>0, A+u>1.

Diese Bildreihe F(z) wird zerlegt in die Partialsumme F,,(z) und das Restglied R,,(z).
Das Restglied geht mit wachsendem m gegen Null.

oo 1 Zm+l | |Z|m+1 oo | |m+1 |

nz=:1 phmrH 'n ‘ |1 z| Z /1m+/1 |1_ | ﬁ'm+ﬂ)—>0-1 fiir m — oo.

Zur allgemeinen Darstellung F z ay - é’ * l k+ ,u) (z) + R, (z) vergleiche
k=1

auch die Abschitzung (12) der Differenzenreihe DF(z).
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9.2. Zusammenstellung von Summenformeln

Die Formel (173) liefert fir bekannte Darstellungen spezieller Q,, (z,A) die Moglichkeit der

Zusammenstellung von Summenformeln. Nachfolgend einige Beispiele (m =1,2,3,...).
(=1,A=1, Formel (20)(b) und (28).

175 > : =y(l-2)-y-> Ck+1)-z5, z#n.

m+1 _
n=1M n—z k=1

U=0,1=2, z:=z> bzw. z:= (i-z)2 =—z2 und Formel (29).

2-m+2
z

- 1 1 2
(176) Z T 3 7= [1 Tz Cot ﬂ'z Z z#%n,
n=1"7 n -z k=1

oo (—l)m Zz-m+2

m
amn Y il coth(rz)-1]- 3 (1) k)- 2P 2w i,
pmn” ™ Tzt 2 k=1

Aus (175) folgen z. B. mit (210) und (220) die speziellen Summen

(178) (a) m=2, z=—+ i ! —1—zn(2)—ﬁ+l £(3)
’ 20 Zgnd2n+1) 24 8 77
1 = 1 72 1
(b)) m=2,z=— =m(2)-=—-=-£(3),
2 ,12218-113-(211—1) 24 8
30 3 _4 1 71
(©) m=2,z=-= ————In(2)- £(3).
50 5 23 1 7’
d) m=2,z=-2: ~Linpe)-Z4 L
(@ m=2, 2= }12:18.,13.(2%5) 375 25 Mgt 0
1 - 1 AR A
=3 ,z=——: =—1+In2)+ —+—-——
©m=3,2= ,122:116 - 2n+1) ")y a0 s €O
1 > 1 2 7t
:3’ —_ — —_—— — — — — .
O m=3,z2=7 Z_:l6 (2n-1) )= Taa0 5%
n=1
Anmerkung:

Einzelne Formeln kénnen auch direkt aus der Partialbruchzerlegung der Summanden erstellt
werden. So ist zum Beispiel fiir (b) folgende Zerlegung geeignet:
1 1 1 1 1 1

+ — _ _
8:n3-2n—-1) 8n> 4-n?-(2n-1) 2:n-1 2:n 4.5?
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Aus (176) und (177) folgen speziell fiir m = 2, 3 die Summenformeln

179 11 _ 1|7 2 (7 z)+1 +
(179) (a) 2—2 55 = T —T-z —7m-z-cot\w z)+1|, z#*n,
n—ln° n°-—z 2-z
=1 1 1 ™ 4 7r
(b) —_ = ==zt -z —mz-cot(mz)+1|, z# £ n,
,;n4 n?-z2 2.2° 45 3
=1 122,
(c) — = = .z®—rm-z-coth(m z)+1|, z#%i-n,
nZ;‘lnz n?+z2 2.z L 3
— 1 1 1 _72'4 4 = o)
(d) —_— = Z Tzt mezocoth(mz)-1|, z#%tin.
nZ;‘ln4 n? +z2 2'26_45 3

Anmerkung: Fiir reelle z = x > 1 kann der Faktor coth(zr - x) = 1 vernachlissigt werden.
Vgl APELBLAT [A]S. 245/246 .

Setzt man in (179)(a),(b) z=k+1/2 bzw. z=k+1/4 , k=0,£1,+2,..., so folgt schlieBlich

=1 (2k+1) 2 2
(180) (@) Qp —- = -,
E‘lnz 2n)? -(2k+1)*> (2k+1)*> 6
R k+1> 8 2.7 n*
®) 2_4' 2 2 - 4 2 90"
ont (2n) =Qk+1)7 2k+1)* 3-(2k+1)
=1 (4k+1> 8 2 7t
©) Z_z'(4 2 2 2 4k+1 6
o n)” —(4k+1)°  (4k+1) +
o 3! (4k+1)> 128 327 g-z%  *
(d) 2_4' 2 2 4 3 2 90"
ont (4n) —@k+1)  (dk+1)* (4k+1)  3-(4k+1)
. 1 1 2 L
Subtrahiert man (178) (a) von (b) und beachtet — = , S0 ergibt sich
2n—=1 2n+1 45,21
(181) {(3):2%:8-ln —4- Z .
n=1" n=1 p> (4112—1)

Diese Formel liefert fiir {(3) vier genaue Nachkommastellen mit nur 6 Summanden in der
rechten Summe, aber erst mit 95 Summanden in der linken Summe.

KOECHER [Koe] S 51 f. zeigt, wie mit relativ einfachen Mitteln weitaus effektivere Formeln
zur Berechnung von ¢ (3) gewonnen werden konnen.
Umfassend behandeln SERIVASTAVA/CHOI [S/C] Chap.4 das Problem fiir {(2n+1). Diese

Mongraphie kann jedem ausdriicklich empfohlen werden, der sich tiefer mit der insgesamt in
meinem Beitrag vorgestellten Thematik vertraut machen will.
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Anhang A Formeln

Einige Eigenschaften der Gammafunktion I'(z), Digammafunktion y(z) und HURWITZschen
Zetafunktion {(x, z)

Niheres sieche z. B. in [W/W: VII, XII, XIII], [G/R: Vol.2 8.3,9.5], [A/S:4.,6.,23.].

(200) T(z):= lim n*(n—1)!

, z#0,-1,-2, .
noseoz-(z4+1)-..-(z+n-1) }

oo _Z oo 2
(201) (a) Fzz)zz‘e7'Z‘H(l+§j-e n (b) sin(ﬂ'-z)zz‘H(l—Z—z]

n=1 n=1 n
(202) (@ T(z)z-(z+1)-..-(z+n=1)=T(z+n), T(n+1)=n!
(b) limoz-lnr(z):O
a x| x-(x—l)-...-(x—n+1)= T(x+1)
(203) @) [nj n! T(n+1) T(x—n+1)
-x) k—1+x nfm) km-(j=1)-n
o (Frer (1) (e
=z-1\z) —z=—22-z-—z= 7z lzﬂ
(204) I(l+z) T(1-z)=z-T(z)- T(1-z2) I(z) I(-=z) nz 2} 1“(2) Jr
(205) w(z)= %ln I(z)= T_((ZZ)) z#0-1-2, ...

Die logarithmische Ableitung von (204) liefert

(206) y/(l+z)—y/(1—z)=l+y/(z)—z//(l—z):l—yz-coz(;z-z),
Z z
| g
(207) @ wl+z)=—+y(z), yln+z)= +y(z),
z k=0k+z

) lim z-y(z)=-1,

z—0

(208) y(l-z)=rx-cot(r z)+y(z),

siche (28): w(l—z)z—y—i[ ! —l}
n=l

iLn—z n



Aus (28) und (207) folgt
d — 1 d - 1
209 —uylltz)= , — =
(209) (@) ——yli£2) nZ:l(niZ)z Ve ZO -
oo 1 2

(210) p()=-y, wej=—7—2-ln(2), V/GJ=2—7—2'1"(2),
W(%jz%—y—lln@), l//[%j=%—y—2-ln(2).

m—1
(211) (a) argF(l+iz)= lim {x-ln(m)—Zarctan( al ﬂ, z=x+iy, y#n,
n-y

m—soo

(b) argF(l+iz)=x~l//(l—y)+Z[ Y arctan—> } (Anhang B).
n=t LTV n-y

Die HURWITZsche Zetafunktion ¢ (s, Z) mit dem komplexen Parameter z#0, —1, -2, ...

eine auf der komplexen s-Ebene meromorphe Funktion mit dem einfachen Pol s =1.
Sie ist die analytische Fortsetzung der in (212) definierten Reihe.

Die folgenden Eigenschaften sind nur fiir reelles s = x>0, x #1 formuliert.

(212) ;(x,z):i ! , x>1,

n+z)

{(x, z)= lim [% 1 —(N+Z)lx] , x>0, x#1.

N=eel 120 (”+Z)x 1-x
(213) {(x)=¢(x, 1) . Die RIEMANNsche Zetafunktion (2), (3) ist ein Spezialfall.
(214) 0<((k)-1< ! ,k>2 (Anhang B).

2k—2

X X x—l1

55

ist

215) ;<x,z>—;<x>:—+i{ 1 —i} lim [£(x, 2)-£(x) ]=—y—w(2)

n=1 (I’l+Z) n

(216) $(x,z)-¢(x, 1+z):ix , z#0,+1,+2, ...

z
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n
217) D e Elbm 2) . Dt )= (ca) T4 )
dZ dzn F(x)
d 1 d —1yt gn
@8 )= Ly(e), )= L) BT ) s
4 n dz ! dz"
1 - 2
(219) ;(x,—jz =¥ -1)¢(x) , x>1.
2 ,E)(zn+1)x ( )
(220) C(2m)= G |By|- #*™ (BERNOULLI- Zahlen By,,) (Anhang B)
m)!
2 4 6 2 4 6
V4 V4 V1 1)\ « 1Y « 1Yy «
2)=", {@)="—, 2(6)="—, (|2~ |=", {4 =", {6 |=".
¢2) 6 {()90 5()945 ;( 2] 2 (( 2} 6 5( 2) 15
Einige Integralformeln
Aus den Integralen (1 >0)
T(n+1) = Ie_t " dt (Integraldefinition der Gammafunktion)
0
e—a-t
j-e_a’t -cos(b-t)dt = > (~a-cos(b-t)+b-sin(b-t))
a”+b
—a-t
J.e_a't -sin(b-t)dt = SR (~a-sin(b-t)—b-cos(b-t))
a”“+b

folgen mit a=1/z, b= nt fir Re(z)>0 die LAPLACE-Transformationen

221) fe = amar=2""n
0

oo _ b 24
(222) I e ? -cos(%}dtz 5 ! .l: zn
0 z 4+ ’

oo _° 2 A
ot 1 1 z°-n
(223) e Z'Sm[—z]‘”:_z—_z.z'—fﬁ~
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Fiir das Fehlerintegral ®(x) und die FRESNEL- Integrale S(x), C(x) gelten mit ¢ = z/ n??

(224) @(x) =

X ) X
Ie—t dt (I)(°°)=1 , J.enﬂ dz=ﬁ'n/1/2'q)( X J
) 0 2 n/1/2

(225)  S(x) = ﬂfsin(ﬂ)dt, S(oo):%, T
0 0

2 = 1 x 22 \/E y) X
(226) C(x) = gcos(tz)dt, C(OO)ZE , !).cos(—l}dzzT-n /2 -C[ /1/2].
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Anhang B Beweise

Beweise einiger der im Text aufgestellten Behauptungen und Formeln

Beweis der Formel (30).

Mit ay(4,m) = Z ;ﬂ folgt durch vollstindige Induktion nach m
1<il <i2< <ik<m (ll ’ 12 Teeet lk

-2 )15

n=1 k=1

Denn wegen  ay (A, m)+ay_;(4,m)- ! =ai(Am+1) , ag(A,m)=1, a,.(1,m)=0,

m+1)*
gilt :ﬁj(l—n—j [1+Z akﬂm-zk}{l—(mjl)ﬂJ
—1+mz+:1 [ak (A,m)+ a_y(A,m)- ! J-Zk=1+Wi1(—l)k-ak(/1,m+l)'zk
(m+1) k=1

A
2 z
Mit a;(A)= lim a;(A,m) und Py(z,A)= lim H(l ——/1] folgt die Behauptung

m—>oco m%oon_

(fiir alle z aus dem Konvergenzbereich der Reihe ).

Der Wert fiir a;(2) folgt aus dem Koefﬁzientenvergleich mit der Taylorreihe von (25) :

o 2-k
1+ Z_:(—l)k.ak@).zz'k:P0(22,2) sin ﬂ- Z 1+z T-}-l) ZZ.k

Mit der Produktformel > a,- > b, =Y a, by+ D, D (ayip by +a, -byi,) folgt

n=1 n=1 n=1 m=1n=1

=(2-A)+2-ar(1) .

[
M s
@‘H

+
Mg
M s

Y
[\]

~

o 1 1
=2 27
n=l " p=l

Anmerkung zu (30): Aus der bestidndigen Konvergenz der Reihe fiir A =2 folgt auch die der
Reihen fiir 4>2.
Die Reihen (94) u;, vi, uy, vy und Py(z,A) sind dann ebenfalls bestindig konvergent!
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Beweis der Formel (20)(b)

[1—y+/1}

oo k A A do k-l
1 z n z

z Q,u(z /1) Qy /1 Z/l Z # nﬂ.k - Z—I’l/1+ P n/l.k_,z

] +1
0 k-1

:1 0o 0
z 1 z
= —1-—7=0.

=1 n

k

[1-
© 1 |,_n 7
T T
n k=1

e

Beweis der Formeln (33) und (34)

z

N 1z
Pay(l-z1)_ [n—l+z]n.;+2n ;
P_l(—z,l) N—ool 5\ Ntz

= lim Z'(1+Z)2 '(2+Z)3 (N =14 2)Y ,eN+nZln [_ZJ
2""'(]\,_IJFZ)N_I'(N+z)N

N (1+2) - (2+2)
T(N+z) eV (éi_mw)}(;_Z}m(m@_z)

= lim
N—e T(2) (N + Z)N
_ lf;:) : {N Jfl;i ) EEIA:)Z ]\)Hezz_v; } : sz_n:oc e‘ln(N+z).G_z)+1n(N ).G_zj 'e}/-(;—z)
1
T | SEM) 2

I'(z) . N—>e0

Auf den Grenzwert [ ...] wurde die STIRLINGschen Formel angewendet

Aus (19) folgt mit (33) und (202), (204) die Formel (34).

InduktionsschluB von k auf £+1 fiir Formel (70)

L0 By e 2 Py (2. 2)]

d[ (k lnP (z,A)- lnPﬂ_k,1(2,/1))+(z-lnPﬂ_k.l(z,/l)—lnPﬂ_k.g_ﬂ(z,/I))]

( Eotn Yo, D)= n Py 1 (2 ) 2 (k- 257 i Py ) 1 Py (2, 2)

z(k+1)-zk -lnP#(Z,/I)
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Beweis der Formel (211).

Seiu=i-z=—y+ix.

Aus argT(1+u)+arg(1+u) = arg[(1+u)-T(1+u)|= arg T(2 +u) folgt durch Induktion
m—1

*) argF(m+u) argF1+u Zarg n+u) argF1+u Zarctan
n=1 y

. u .
Aus (200) und (202) folgt lim M —1 mit m¥ = VHHA0M) g i das Argument

arg T(m)+ arg(m” )— argT(m+u)=0+x-In(m)—arg T(m+u)— arg(1)=0 fir m — oo

m—>o0

m—1
Mit (*) gilt also (211) (a):  arg F(l+u)= lim {x-ln(m)— z arctan—> ]

(211) (b) folgt aus (28), (4) und der Erweiterung

Hzll[ytyjzj(y_j[z;_um)]

Beweis der Formel (214)

0<¢(k) gik i 'k_1=% (C(k=1)-1)< 2,%2,191.

Die rechte Ungleichung ergibt sich durch Induktion und ¢(2)-1< z 1 =1.

Herleitung der Beziehung (220)

Mit der Substitution z = 21 erhélt (50) die Form
V4

Laut Definition ist g(u) die erzeugende Funktion der BERNOULLIschen Zahlen

By By 2 By 3 By 4
u):= u =By+Bju+—=4=-u“"+—=u +—-u +...
glu)- kz%)k' Y 31 41
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Der Koeffizientenvergleich liefert die Beziehungen

op o] _ Bk _(_yyert 2:$(2k)
BO —1, Bl——E , BZk+1_O und m—(—l) W .

1
Da die B;, aus dem Produkt der Potenzreihen g(u)-ﬂzl rekursiv (durch rationale
glu

Operationen) ermittelt werden konnen, sind die {(2k) bekannt. (EULER.)

Beweis der Transformationsregel R(10)

Wir bilden eine beliebige Folge Fy  , mit 4,, = (4, +7,) >0, 1, >0, m=12,....
Fiir hinreichend grofies 4, ist dann F ﬂ Zak (A, k+ ,u)

Es ist zu zeigen, dass fiir jedes € >0 ein m ex1st1ert, so dass fiir alle m >m( folgende
Abschitzung gilt

‘F/i ulz ‘_Zak ¢, - k+u)-1]- 2F| < €.

oo

1 1 1
Wegen [5(/1m'k+ﬂ)—1]=z/1,—kw=2 PR N
n=21""

n=2 1" n-me

1 > 1 1
n=2"
1 1 1

) 27mk ‘2rm—1'k -k {6020 -k +u)-1]

m m
und > =Y (A= Aioy)= Ay Ao

folgt ‘Fﬂm,ﬂ(z)_f(z)‘ <> a ‘m'[ﬁﬂo k+p)-1]- 2

konst.

" %) |f)|

Zakz
k=0

konst. |f )|<8 fir m > m.

Offensichtlich existiert ein mq = mg(e,z) mit
> =2)
Fur |Z| <p<rist f(z)
konst.
Un—0)

(z)| <M, d. h. es existiert ein von z unabhéngiges m,

mit -M < . Die Konvergenz ist gleichméaBig.
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Anhang C Beispiel

Eine geometrische Deutung des Grenzwertes 77

m—1
Die Punktfolge z, =1, z,, _H(H-TJ (m>1) bildet einen Streckenzug in der komplexen
n

Ebene, der sich in seinem Verlauf einer Archimedischen Spirale annéhert.

n=l1

Siehe POLYA/SZEGO [P/S] Band 1, 111. Abschnitt, Aufgabe 42.
Genauer:

Die Spirale 7(¢@)=—-(p+7y)) mit p=n-¢ (%J approximiert den Streckenzug z,, .

N | —

Der Winkel ¢ >0 wdchst im mathematisch positiven Drehsinn unbegrenzt.
Begriindung, (siehe Definitionen von 1 in (114)(d) Seite 30 und £(1/2) nach (3) Seite 1):

In der Polarform z,, =r, -exp(i-¢, ) gilt n =1, ¢, =0 und fiir m > 1

m—1
=lzul =11
n=1

Daraus folgt, dass die Abweichung A, =r(¢, )—r, fiir m — oo gegen Null konvergiert:

] =10 l m_larc an L - l —m
i =t | St - en-e[3)] -]

' 1 m—1 m—1 1
mlzq)fzooa. Zarctan + Z( —arctan—— J ]ﬁ— —2-Im

n=I1 n=

+1 1
nn =/m s Oy = Zarcmn—z @y—1 tarctan 0
n m—

-1
lim Wm—-1—-+m|= lim ————=—=0.
m—><>°[ ] m—eoAm—1++/m

Grafische Darstellung
Der Streckenzug lésst sich iterativ konstruieren.
Man trégt jeweils im Punkt z,,_; senkrecht auf
V'm-1 die Strecke 1 ab und erhélt z,, .
z
) 1
5 Z3
V4 1
V%)
o 1
— Spirale 7(¢p) , Zi

o Punkte z,, e Punkte z,’
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