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Reihen aus Werten der Riemannschen Zetafunktion

Bei der Beschaftigung mit der Verteilung von Primzahlen im Zusammenhang mit dem von
Herrn Prof. Dr. @0oBSTICH geleiteten Projekt zur Suche von Superprimzahlen wurde auch die
Rolle derRiemannsche Zetafunktiamder Primzahltheorie behandelt.

Gelegentlich stiel3 ich dabei in der einschlagigen Literatur und in Formelsammlungen auf
Reihen, deren Glieder Werte der Zetafunktion enthielten und deren Entstehung mein Interesse
weckten.

Dieser Artikel beschreibt die Idee fir einen Weg zur Erzeugung derartiger Reihen mit dem
Augenmerk auf den Zusammenhang zwischen ,erzeugenden* und ,erzeugten“ Funktionen.
Er enthalt neben einer Sammlung von (in der Speziallitéfdbekannten) Reihen auch einige
Betrachtungen am Rande des Themas.

Neubrandenburg, Januar 2007 Gerhard Strey

(*) Zum Beispiel enthalt folgende Monographie eine umfassende und unvergleichlich
weitergehende Darstellung Uber den Stand der Forschung zu derartigen Reihen.

H.M. Srivastava and Junesang Choi
.Series Associated with the Zeta and Related Functiobslrdrecht 2001



1. Das Transformationsprinzip

Der komplexen Potenzreihe (mit reellen Koeffiziente

= Zak Qk
k=0
wird die Potenzreihe

F/],U Zak re /][ﬂ(+lu)
k=0

mit den reellen Parameterh>0 undy zugeordnet.

¢ (X) ist die fur_reellex definierte ,modifizierte Zetafunktion*

Z(x) , x>0 , xz1
Z*(x) =3y ., Xx=1
0 X<0

mit der Zetafunktion z ix ,
n=1 N
N 1 1—x
m Z—X — |, 0<x<1

n=1N

N
und der Euler-Konstanten y = lim {Zl—ln(N)J.
n

N - o n=1

Die Definition ¢x (1) := ) wird nahegelegt durch den Grenzwert

Ilm{Z— le] %%—ln(l\l).

x>t n=n n=1
Die Definition ¢« (x < 0):= 0 befreit u.a. vor leidigen Fallunterscheidungen.

Die Transformation der Originalfunktiori(z) in die BildfunktionF ”u(z)

wird mit dem Operatorsymbok , ,, beschrieben:

Z 1)} =Fu(2).
Eine weitere Notation erfolgt mit dem Zuordnunggpfe

t(z) «0 - Fap(2).
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2. Einfache Eigenschaften der Transformation

2.1. Konvergenz

Die Konvergenzradien r, R von Original- und Bildreihe sind gleich: r=R .

Wegen lim ¢(x)=1 und & (A k+ z) = ¢(A Ik + ) fiir gentigend groRRes k gilt

X — 00
VR = tim Bl B Ak p) el
o [l O] fad
Z A, operiert auf dem Konvergenzbereich der Reihen.

Im Inneren des Konvergenzkreises sindindF, , analytische Funktionen und die Reihen
normal konvergent. Also kénnen die Glieder der Reihen beliebig umgeordnet werden und es
gelten die Regeln der gliedweisen Differentiation und Integration. Auf dem Konvergenzkreis
sind eventuell genauere Untersuchungen notwendig.

2.2. Elementare Transformationsregeln
Aus den Reihendarstellungen sind einige einfache Zuordnungsregel leicht ablesbar.

Mit (2 Ot - Fip(z) und d2 -0 i Gy ,(2) ergeben sich die Regeln

R(1) 2 0t & (At )" 20 ganzz
RD Al w0 @ (3,0

R(3) (e -0t~ F,(am)

R@) u=z", §23= f(y-OfF_ G (2= Fua 4 (u) w0 ganzz
R(5) o 2030t~ G,(3=2" ) 4era(2)

R(6) & =0 fur ksm, a,,Z0, 0 ganzz,z#z0

d2)=—5 (-0~ ()= Faurald)

R() o)== (90 6 ,()= Fiual
R(E) =] (rd20t - G,(3=[ Fui(d dz

Zum Beispiel gilt R(4) wegen

o (=D @ (DO kp)0b=> alf(A08k 1) 02 = Gy (2 mit ay =byg
und R(7) folgt aus ‘
Zaud (=2 (P =0 o @ (= A) 2= g

USw.
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3. Ermittlung der Bildfunktionen

3.1. Prinzipieller Ansatz

Die Original- und Bildreihen kénnen wechselseitifost aufgestellt werden. Damit sind in
der Regel aber noch nicht geschlossene Ausdricldididurch diese Reihen definierten
Funktionen bekannt. Insbesondere gilt dies furBigtbereich.

Es besteht also die Aufgabe, flr wichtige Originaktionenf die BildfunktionenF, , direkt
ausf ohne Ruckgriff auf die Reihendarstellung zu ermhitt&in prinzipieller Weg fihrt Gber
die Verwendung des Doppelreihensatzes

SindA>0, x4 und f Zak z gegeben und idty = mln{k| Alk+pu>1 k>0}
k=0
bilde man mit der Funktion

ko-1
Zak Qk Zak Qk
k=ko
die Summe
N
=N\ 1 k _
G(z,N).—Z—NEg(—j Z—DZ ay G—Q Z akDZ Amw
n=1" n’ ]| e k=ko n=1"
ko-1
(Man beachte, daf? fiks = 0 die Summe> ay [Z* leer ist, d.h. g(z) = f(2) gilt)
k=0

Der GrenzibergangN — o liefert die Bildfunktion vorg(2)

IlmGzN ZakDZ /]mwﬁk Zakﬂf/leHJ)@k Gy u(2).
kko nl kko

Da die auftetenden Zetareihen normal konvergent, st die Vertauschung der Summation
fur alle z erlaubt, fur die die Reihe vd(g) normal konvergent ist, d.h. zumindest innerhalb
des Konvergenzkreises.
Mit den Regeln R(1) und R(2) ist schlief3lich
ko—1 B
Fau(@)= Y ac @ (A k+ p)Z* +G, y(2) = D ay W (A Tk + ) 2
k=0 =

Zusammenfassend lautet die Transformationsregel

R(9) Gegeben sind (z Zakﬁk A>0, 4. ko—mln{k|/1[lk+/,1>1 k>0}

k=0
ko1 K o0 4 N i
o= 1) - a2t 0t 0,0= im 3 Ll 5]
ko-1
tH(2)e 0t - Fy u(2)= Y a @ (A k+ ) 2* +G) L (2).
k=0
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3.2. Anmerkungen zu den Bildfunktionen und Bildreih en

Das Problem im prinzipiellen Ansatz besteht inBerechnung des Grenzwertes
N
. 1 z
Gy ,(2)= lim —Eg(—j
Es ist zu erwarten, dal® neben den ausfihrlich suxteten hoheren Funktionen auch neue
Funktionen definiert werden. Haufig wird man sicti geeignete Werté und i beschranken
mussen oder sogar nur Losungen fir ausgewéahlterie\eden. Ist jedoch eine Zuordnung

f(z)-D g Fa ,ﬂ(z) gefunden, so sind mit den Regeln R(1),...,R(8}aveiauffindbar.

Schliel3lich sind die Reihendarstellungen der Bibifionen an sich (mit Zetawerten in den
Koeffizienten!), ohne Bezug zur Originalfunktionieressant. So findet man z. B. durch
Integration bzw. Differentiation der Reihen weiteerartige Reihendarstellungen.

Hier sei noch erwahnt, daf aus den ReihenfgnundF, (z) die Reihe

Y oyl (104 )= = Fy () - 1)

k=0
entsteht, die bessere Konvergenze|genschafterzbaIS|F,1 A2, denn relativ schnell
konverglert[Z* (A k+p)-1] -

3.3. Beispiel

© [ kK

Gegeben sindf(z):—ln(1+z):Z:%Qk , |z|s1,z#-1und A=1,u=0.
k=1

Mit ko =min{k | 10k +0>1}=2 ist

o(2)=-In(1+2)-3 —In(l+z)+z=|n[e—zJ

=1 k 1+z
N N | gZn N | _z/n
, 1 z , e
und q’0(2)= li —Eg(—j= lim » In = I|m In
N*“r%:lno n' N*”nzzl 1+2| Nee l_l 1 1+2
n n
) ez/n |
Gio(2)=In = In[zD]’(z)@m] Inr(1+2)+yz
n=1 1+§

—|n(1+z):i(_i)k 0 Inr(+z :i i X | |z|<1,z%1
k=1 k=1
und iﬂ[ﬁi (K)-1ZX =InT (1+2) +In(1+ 2) =Inr(2+2)
) K * =in z n Z)=1n Z).

4
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3.4. Das Grenzverhalten der Bildreihen fir A - o

Sei der Koeffizientag = Qdann gilt folgender Satz:

Die BildreihenF; ,(z) konvergieren fii — o gegen die Originalreihef (z).

Die Konvergenz ist in jedem abgeschlossenen Krgéidem Radiuso < r gleichmaliig.

Diese Aussage wird mit der BezeichnuRg, ﬂ(z) = lim F) ﬂ(z) als Regel formuliert:
, dow A

‘ R(10) f(z)=§:ak k00T Fo (2)=1(2).
k=1

Beweis
Wir bilden eine beliebige FolgE, , mit Ap = (Am_1 +rm) - @ , 1y >0, M=12,...

Fur hinreichend groBBedy ist dannk, # Zak Q’ [Ik+,u)&k :

Es ist zu zeigen, dass flr jedes 0 ein my eX|st|ert, so dass fur alle > my folgende
Abschatzung gilt

‘F/] ul2)-1(z ‘ Zak[[]Z mk+u)-13K <e.

00

) 1 1 1
Wegen [Z(/‘m Ek+,U)—1] - nzzlzn/lmTﬁu - Z=:2 n'm& Dn’]m—lulﬂu
1 1 _ 1 _
< SimK Dnzz A& ¢ (-1 O+ 1) -1
<t gt ppgt ¢ (Ao Tk + 1) -1]

2rle 2rm_1[ll 2r1D1
m

und Zrl => (A =2i-1)=2n -4
i=1 i=1

folgt  |Fy, u(2)-1(2)|< Z EIWEﬁZ)IODJH,u )-1]

7_y§°ﬁj‘0 it (2).

qu(;loukw [ank zK| =

Offensichtlich existiert einmy = mg(£,z) mit —(%EIH (z)<e fur m>myg.
2 0

Fir|4< p<r ist f(z) beschranktf(z) <M, d. h. es existiert ein von z unabhangiges

mit konst [M < ¢. Die Konvergenz ist gleichmaflig.
2 Am=Ao



4. Bildfunktionen der Logarithmusreihe

4.1. Die Zuordnung  Z 4 of ~In(1-2)}

4.1.1. Die allgemeine Losung

Gegeben sind f(z) = -In(1- Z=Z% , |z|<1,z#1 und 1>0,u=0.
Mit ko =min{k | m(+o>1}=[/1 ‘1] +1 und 5z 1) Z Lk

folgt g(z):—In(l—z)—s(z,)l):—In((l—z)[es(z’/])) :

-z

st £ 3 m

mit dem Weierstraf3-Produkt

s i) Gt

Das Produkt definiert eine ganze Funktion wegen

| j = -InRy(2,1)

00

2

n=1

z

n/]

0 (o) 1
:|Z|ko Dnzzlln"TO :|Z|k° (A kg) < 0, dennA ky > 1

Die gesuchte Bildfunktion ist mit Hilfe voR,(z,1) darstellbar

Fa o(2)= ”§ %m (A K) K ~InRy(2.4) .

k=1

Die Transformationsregel lautet

G. Strey

% [/1‘1 %
“in(1-2)= Sk otf. Z! Lz D) -inRy(2.4) = Y 2 7 (1 R) 26
k=1 k k=1 K k:].k
|z|<1,z#21



4.1.2. Eigenschaften der Funktion Py (Z ) /])

a) FurA>1 gilt  Py(z1)= I_I(l—i/]]

G. Strey

n=1 n
Po(zA)=1+ > (-1 iy 2", &y = _ 1 -
k=1 iy <ip iy <o (11 02 .. )

i} . 2 AT L .
b) FirA=1 gilt  Py(z1)= |_| (1——] [en = 2 (WeierstraR)

c) FirA=Ym m=2,3,... gilt
m k
TG
1)_ z = k{Wn
Po(z,—j— [1——}@—1 :
n/ 711

d) FiralleAd >0 gilt die Verdoppelungsformel:

Po(= 2, 2) Py (2, 1) = Py 22, 21)
e) Furalled >0 gilt

s

(
e

— A n=1
Po
(2” j

1
d) For Zﬁms[/rl] <20n+1 gilt PZ } ZDH ] m . Daraus folgt weiter

/1—1 2 -1
[Z] - Eﬁz + ] 3 ] Zagﬁm&zm:{ 22m ”J
n

Beweise:

AK
koL kO =
=12 Yoo 2 ol
Also gilt Py Z)I)EPO(ZA)zl_l(l——/]][é1+—/]j® n n
n=1 n n
2
4
[z )e ™ kel
201
n=1 n
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a) Mit a,(m)= > _ 1 + folgt durch volistandige Induktion nach
1<iy <ip @iy <m (i1 2 0.0

rlfll(l_ni”j o g:l(‘l)k g () 2

Denn wegenay (m) + ay _;(m )G(#) a (m+1) , ag(m):=1, ay+1(m):=0, gilt
m+1

[l B it o550
:1+rnz+:1(—1)k [Eak(m)+ak_1(m)t-|#J _1+mz+:1 )Xty (m+1) 2K

(m+1)

Mit a, = lim ag(m) und Py(z,4)= lim H(l— jfolgtdle Behauptung
n’

m - oo m - oo

(fur alle z aus dem Konvergenzbereich der &gih

b) Folgt aus der Literatur.
e) Die erste Formel ist klar. In der zweiten sind Ba&h mit geradem Index gekurzt.

Anmerkungen

1) Aus der Verdoppelungsformel folgt

o z)lur - Po(- 21) TPy(21) = P0(22,2)= ﬁ (1—2—3 _SIT) e e

2) Ause)folgt

lfl(l_( 22 J: PQ(ZZ,Z)‘:Sin(lTQ)D 2% :co{l—Tﬁj.

VU (em-1)? PO((z/Z)Z,Z) mx  sin(m/20x) 2

3) Der Koeffizientenvergleich der Reihenentwicklugmit der Taylorreiheles Sinus

1+ Z )y 2 =R (z 2)= S'r]‘g’é&) =1+ kil(—l)I< G(izgfl)! b

1 R

liefert die Summenformeln

iy <ip e i <eo (12 02 0.0 (2k+1)
~1_1.1.1, _
Z(Z)_§i2_12+22+32+ =3
Z:1:1"'1"""1+1++1+1+:l4
L2600 @@P @@ 7 P (@ T P @mP S

8



G. Strey

4.2. Die Zuordnung  Z; _i{-In(1-2)}

4.2.1. Die allgemeine Lésung

Gegeben sind f(z) = -In(1- Z:Z% , |z|<1,z#1 und A>0,u=-1.
Mit ko = min{Kk | /1@<—1>1}:[25n‘1] +1 und {z ij -:[zgjiﬁk
'2) &k

folgt g(z)=-In(1-2z)-s(z1/2)= —In((l— 2) Ees(z'/]/z)) :

: o eted]]
Gy o(z)=lim ) n[g(—/]j:— lim > In (1—7]@ 2 ~InP4(z,)
~® n=1 n N-n=1 n

mit dem WeierstrafR-Produkt

g[8 57 T

n=1

Das Produkt definiert eine ganze Funktion wegen

> z

:|Z|k0 DZ ,1[;0_1 :|Z|k° 7 (A kg -1)< oo, dennA kg —1> 1
n=1N

Die gesuchte Bildfunktion ist mit Hilfe voR_;(z,1) darstellbar

Fy 1(2)= [mz_l] %m (A k-1 -InP4(2.1) .
k=1

Die Transformationsregel lautet

Jn(l—z):i%&k ot Z] %m Nk -1) X -InP4(z,1)
k=1 k=1
S lmOk-)E¢ <1, 221
k=1k
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4.2.2. Eigenschaften der Funktion P_l(z, /1)

a) FurA>2 gilt  P4(z,4)= n(l—i/]j
n=1 n

b) FurA=2 gilt Py 22=|_|( izj n

1 >
® Z n z+—I[2
c) FurA=1 qilt P_l(z,l):l_l(l—_j e 20
n=1 n

d) Fir alleAd >0 gilt die Verdoppelungsformel:

Py(-2,A)Py(z, 1) = Py( 22,210

€) Funktionalgleichungen fil =1, 2

Py (1+21)= r(Z_D; E(Exp(l—z/ +(L+y) &j P4(z,1)

P,(1-21) P4 (1+21)=-2GEn(rZ)E” EP_l(zz, 2)

Beweise:
Z

P (1+21) N (f-1-z\" Lo+
_Tiv 7 i - 2
® P_l(z,l) Nllinooh:ll[ n-z j @ ! n}

_ I|m —z[ﬂl z)ZEQZ z)3D EQN 1- z)N &
N-o(1- 2t 2~ 22 0.0N -1- )N TN - 2)N
~him F(N—Z)D eN @(;i—ln(N)][é;+zj+ln(N)[é;+z]
N-w [(-2) (N-2)N

N
171
N+E —ll=+z
n=1ntéz j

e r(N - Z)@N_Z - e—ln(N—z)[é;+zj+ln(N)Lé;+zj @y[é;+zj

I e

und mit Anwendung der Stirligschen Formel auf dearGwert | ...]

1,,
e [P

N - oo F( Z

~—

Die zweite Formel folgt mit Hilfe vod). Die Herleitung fud) erfolgt analog zu4.1.2.

10
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4.3. Die Zuordnung Z 4 0{(12 j}
z

4.3.1. Die Transformationsregel

Durch die Anwendung der allgemeinen Transformatiegein auff (z) = —In(1-z) erhalt
man die (erwartete) Transformationregel fint<1, z#1

:izk off [Agz* A Kz Eu ZZ*ADK

k=1 k=1

Nach R(7) gilt g(z):%f(z): 1

_d
1—2 otd - G""‘(Z)_dz F.0(2)

und mit R(5) h(z)=zy(z) = ot HA,o(Z)=Z@A,A(Z)zz%Fﬁ,O(Z)-

1-z
Aus4.1.1. folgt dann
M, o(2)= 208 [Ag L 2 (A )X —InRy (2.0) :[E!(*(m()&k—zgw.
0 dz| =k oA =1 Po(z.4)
4.3.2. Die logarithmische Ableitung von PO(Z, /1)
: _R(z1) d d<(d 2 _Z
Es gilt Qy(z.A):= R (zA) —dZInPo(z )= dznzz"i{n/‘ ,/1]+In(1 v H
d < z)_ <
a) FurA>1 folgt A)=— > Inl-—|=
) - Qolz) dznZ::l ( n/‘j nzzllz—n"
b) FirA=2 git Qo(Z,Z)=%(Insin(ﬂﬂ/§)—ln(ﬂ[{/2))=2 Dtot(ﬂE{/_)
2.y 1 _ 1 _1
Qo(z ,2)—%11 R —zﬁtﬁﬂﬁot(ﬂ&) zj
o Furd=1 gilt  Qu(z)= (y& InfC(1-2)=y+ rr((ll__zz)) y+y(l-2)

11
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4.3.3. Anmerkungen zur Digammafunktion

0 -1 Z
1 —7)=eV2 _z
) Aus ri-z)=e [I_I[]_ nj @ n
n=1
folgt Inr(1- z)=y&—i |n(1_5j_5
! n) n

wlL- z)—d%lnr(l 2)=-y- nzl{n_ﬂ

2) Spezielle Werte sind (,l/(l) =-y, (//ej =-y- 2[ﬂn(2) :

2 00 n+1
Denn es geltennZ:l[ﬁ —} 0 und Z{ - _Dh} Z::
d _d - d niz
3) Aus d_Z|n[r(1+ 2)T(1-2)] —d—zln[zEIT(z)EIT(l z)| = dZIn Sin(72)

folgt (//(1+z)—w(l—z):%H//(z)—(//(l—z)=%—n@:ot(n&), 2#0,412,..

dh  yl+2) :%H//(z) ol 2)=g(2)+ mieot(n)

Wi+ 2)-y(i-2)= % - leot(r72)

n-1
4) Durch Induktion folgt ~ ¢/(n+2z)= )" kiz +y(2).
k=0
Zum Beispiel (//[n+1j = ri:l 2 —y-20n(2).
2)” =2+l

5) Fir z=0 hat ¢(z) einen einfachen Pol und es gilt mit 3),ulatetig ist,

Zliinozﬂja() Ilm[ 1+z@(/(1+z)] -1.

z-0 S

12
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4.4. Zusammenstellung von Bildreihen mit einfachen Bildfunktionen

4.4.1. Verwendung der Reihe  Zq 0{ - In(l— Z) }

1

Fur Z ¢ =z+= Dz2+3&3 =-In(l-2) und|4<1,z%1
gilt nach 4.1.1. und412 b)
0 _ _ eyQ _ _
Fio(z)= kZ:l e (k)3 =y z-InRy(z)) =y Inm—lnr(l z).
Wegendx (1) = y folgt
- 1 1 1 4
(1) ZE =R+ z() + (@)t + =y rinTL-2).
- PG S IS E AT ) I
Zum Beispiel gilt firz:=-1 ,z S 2ES WegenF(Z)—l,I'(zj—\/l_T,F(zj 5
2 (-1 IR | 10 .
(1a) lZ:ZTQ’(k)—EQ’(Z) 5((3)+Z((4) +..=y
- 1 _ 1 1 1 I 4
(1b) kgz—kmk Df(k)_Zmuf(z)+3[8((3)+4m6((4) *... 2+In(x/7_T)

a0 3 =L q()- L@

und mit (1b) + (1c) = (1d), (1b) - (1c) = (le)

D YR (AN N W S m[f_fj

o 2016° " 364 2
> 1 _ 1 _
(1e) émg(2k+l)—ﬁﬂ7(3) 5&65( 5) + 7[645( )+ ...=In(2)-y

Allgemeiner gilt , (vgl. auch die Verdoppelungsfainaus4.1.2. nebst Anmerkung),
fiir ‘22‘ <1,22#1

Fio(2)+ Fro(- 2) 252 o 7 (2k) 2% =In[r1- 2) T {1+ 2)] = |n,”—&) = ino(zz) ,

2.5 sin(7z
) z% 7(20K sz =¢(2 ) 1 Z( 4)z +:_135(6)&6+...:In Sir:é?&) .

13
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Zum Beispiel folgt fur z::% wiederum(1d) und far z::é

i@ 2oc@) (7).

2%

00

1
2 — (2
22 kzzllk[ﬁzm Tlen)= 1[62

Fur z:=ilz ,d.h.z%:=-22, entsteht wegesin(i I7(%) =i $inH77[%)

@ (-1)k 1 4 oz
(3) kZ:l(T)Q’(ZEk)&ZM:Z(Z)&Z—EZ()&+ ¢(6)z° e )
Aus der Differenz
Fio(z)- f(2)= Z [« ()-1) X =Inr(1-2)+In(l-2) = In[(1- Zr (1~ 2)] = InT (2~ 2)

ergeben sich gut konverglerenden Reihdg {1 ):

(4) Z%Eﬂ((k)—l)&k = 5(22)_1&%((33’_1&% .=1-y)Z+Inr(2-2) .

Der einfachen Abschatzung

00

1
k +1 -1= —— == —— , k>1
i1 nzz I O
entnimmt man die gute Konvergenz und auch, dasReiiee firz=1 konverglert

( Die rechte Ungleichung ergibt sich durch Induktund( -1< Z _1

Also gilt z. B. fir z=+£1 und mit (4c) = (4a) + (4b) , (4d) = (4a) — (4§fe) = (1a) + (4a)

(42) é%tﬂz(k)—lﬁ5(22)_1+Z(3§‘1+Z(42‘1+ =1-y

D B Bt e R YY"
G 3 tlem)-= A O

(40) ki;le1+1tﬂz(2k+1)—1)=Z(3§_1+Z(52_1+Z(77)_1+---=1—y—lnﬁ
(49) é%[éz(m)_j::;):5(2)1—5/6+z(4);9/1o+z(6);13/14+ =y

14
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V4

4.4.2. Verwendung der Reihe Z,} 0{(—) }

Fir Zz =z+722+2°5+ .., rzz und [4<1,z#+1

gilt nach431 und 4.3.2.b)

Hoo(z Z(* (2mK) " = -2y (22) = —z[ﬁzg/E E:ot(nB/E)—ﬁj.

(5%) ZZZEIK 2@+ (@) + ()2 + .= -z oot
Fir z:= z2 gilt fur |4 <1,z# 1

(5) i )T =222 + (@)t +2(6)E8 + .= % - 770z [eot(rr )]
k=1

Dies folgt auch sofort aus der nit2 multiplizieren Ableitung der Reih@) !

Aus (4.3.2. b)) ergibt sich die Beziehung

(5a) ZZZDKQZER Z S

k=1 n=1N -2

Zum Beispiel erhalt man aus (5) far=1/2 ,z:=1/4die Reihen (5b), (5¢), (5d) = (5b) - (5c)

00

1 _1 — :1
(5b) k22114k5(2tn<)-4ur() > 7(a)+ 64D,7(6)+... ;
- 1 1 1 1 1 7
60 3 awdlem)= @ T
o 4K -1 _3 15 63 o
6 2 " (= gl g a5

Mit z:=iz folgen aus (5) mitot(i J7[%) = —i [coth(77%) die Reihen (6) und (7) = (5)+(6)

(6) Z ()72 K)P® = ¢(2) 2 -¢(4)E* +-..= % iz feoth(77 ) - 1]

@) i =222 = £(2) 1 +4(6)2° + .= T etfotrrz) - cot{rz)

Zum Beispiel ergibt sich aus (7) fir= ]/2

00

1 1 Vg
(7) kzl e lak- 2)-4—517() L z(e)+ 5700 —gm:otr{zj.

15
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) N Koy 2,8, - 2
Fir h(z)—kZ::lz =z+2°+ 2 +..=— und 14<1,z%+1

gilt nach 4.3.1. und 4.3.2. ¢)
Hio(z)=> & KK =4 ) Z- 2@ (z)) = y - 2y + 91— 2)) =~z (1~ 2).
k=1

00

8 Y kE*=¢Q*+Q)EP+¢(@)zt +. =z~ 2) -y
k=2

Dies folgt auch sofort aus der mit z multipliziert&bleitung der Reihél) !
Firz:=-z folgt (z# +1)

9) i ()K¢(K)EX =¢(2)Z? -¢(R) B +¢(4)* - +..= y T+ z (1 + 2)
k=2

und nach der Anmerkung:3:3.3) > (-1)¢ (k)" = yz+ z[ﬁ1 +¢/(z)j, z#0,£1.
VA
k=2

©) YD)z -y L@ - +-m = oy Y (BT
k=2

Es ist die Summe (8) + (9) = (5) ! Man vergleieueh hier mit der Anmerkung.3.3. 3).
Die Differenz (8) —(9) ergibt

00 3 el = (@) () +m -y
k=1

Fur z:=1/2 erhalt man aus (8) , (9) und (10) die Reihen (&a§), (8b) = (8a)+(9a), (10a)

00

@) Y - ik)=, TR+ ZE)+ - Z(@)+..=n()

= 2 4 8 16
L ) 1
(9a) Z(2—125(‘0=%Dt’(2)—%ﬁt’(3)+%ﬂt’(4)—+...:1—In(2)
k=2
@) Y i fm=Cl) {6 =2
- 1 1 1 1
(10a) kZJl4—kZ(2[k+1):ZDF(3)+?Df(5)+FDf(7)+ ..=20n(2)-1.

16
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Mit z =§ und z :% folgt aus (8) durch Subtraktion wegen(3/4) - (1/4) = rrlot(r7/4)

@ 3K-1 _3-1 9-1
(8c) k2:14—kf(k+1)-75t’(2)+§5”(3)

27— 1&7() g

Aus der DifferenzH(z)-h(z) ergeben sich z4.4.1 analoge Reihen.

2 0 2 )

So folgen aus (5), (5a) bzw. (7) mitz) = 1_2 =3 22% baw. h(z)= _z = 3 %2
Z° k=21 1-z" 3

die Reihen

11 3 (¢(2mK)-1) 2 = 1-rxleot(nz) 22 _ < 22 |

w > (¢ = 5 i >, 2 2 @.3.2.b) 1)

- n=2
(12) i (Z(4k—2)— 1) pAR-2 _ mlz Eﬁcoth(nz)—cot(nz)] B 72

4 1- 74

~
1

1

mit den Spezialfallen furz:=1/2

{(2)-1,¢(4)-1, ¢(e)-1, _1
(11a) Z [ﬂZZEk 1)= . + 42 + 3 tase

- 1 _¢(2)-1, ¢(6)-1, ¢c(10)-1. _ 7 m\ 4
(123) kZ:;L 42k—1 EQZ(4k_2)_1)— + + +—§|]:Oth[zj_l—5

4 43 43
22 > 22 d
Aus (8) bzw. (9) erhalt man mit(z) = -=— = sz bzw. h(z)=-2—= Z(_l)k K
"% k=2 Tz =2
< 2
13 > ((k)-9)z* =(¢(2)-) =22 +(¢B)-) 2> + .= —zp(1- z)—y&—%
k=2
c 2
(14) Z (—1)k(Z(k)—1)ﬁk = (Z(Z)—l) QZ _(5(3)_1)&3 +-..= Zw/(l'*' Z)+y&_i
k=2

mit den Spezialfallen fiirz:=1/2

(13a) iikmz(k)—l):5(2)'1+Z(33‘1+5(4)‘1+...:|n(2)—%

a3V (r(g-9= @1 @1, @1, 5 )
k=2 2 6

17
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Wie in4.4.1. nachgewiesen wurde konvergieren diese Reihenféuezh= 1 und man erhalt
die Summen aus den Formeln (11) bis (14) durchGtenzibergang - 1.

Aus (11) folgt wegen Z

> | 1 1 1) 3
— _ - - | == 1+_ - _
< 2n _ 2 Z:: 1 2 Z::{n—l n+1} ztﬁ 2) 4

(11b) z (€H)-1=(c)-)+ (@)D + (c(6)-D+ .= >

In (12) wird ebenfalls die Partialbruchentwickludlgs Kotangens benutzt (val3.2. b)).

I 2 2 2

Mit zeot(rx)=1- Z 207° 5 und 4&4 = 2&2+2Q2 folgt aus Formel (12)
n= 1n -z 1-z7 1-2° 1+z
% 2

1 nzeoth(z) -1+ — 22° 20z 1[77@:0#(71 1+2E—E }

4 =n?-72 1+7%2| 4 1+1

(12b) z 2(4k-2)-1)= (@) -1+ (¢(6)-1)+ (¢(0)-1) +..= 7 E:otk(n)—%.
Verwendet man in der Summe (13) die Formsl3. 1) , dann liefert der Grenzwert
7?2 & (1 1)_
[E y+zn[ﬂn z} vz E_rglzn[ﬂn Z:n[ﬂn 1) Z“[n_—l Ej_l

die Reihen (13b) und (13c) = (13b) — (11b)

(13b) i (¢K)-1)=(c(2)-1) +(¢(3)-1) + (¢(4)-1) +..=1  (Leibniz)

NG

(13c) Z Z(2k+1)-1)=(¢(d)-1) + (¢(5)-1) + (¢(7)-1)+ ...=

Schlielilich folgen aus (14) fur z =1 die Reiligab) und (14c) = (14b) — (4b)

) Y (-9 0)-1=(@)-1) - ()1 + ((@)-1) -+.= 1.
k=2

k 2

149 > (e )-1)= 2 @)-1) - 2(¢0)-1) + =)
k=2

Anmerkung:
Zur Berechnung einzelner Werte §j(2st der direkte Weg gelegentlich einfacher,der die
Aufstellung der Potenzreihe F(z). So erhalt r(ie8b) nach dem Doppelreihensatz wie folgt:

Sl < 1
— = =1,
21<Z::2 nk nzzlzn[qn_l)

18
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5. Bildfunktionen der Area- und Arkustangensreihen

5.1. Die allgemeinen Transformationsregeln

Ausgehend von den Reihen

:i(ﬂ) 2221zl inselnT
= 2k-1 3 5 7

werden die Bildfunktionen gesucht fur die Bildraihe

00 k-1
Fra2)=3 (izi)_l TPkl PR = 0 (1 )2 1 (8 )2
k=1

dann ist wegenar tanh(z) :%Eﬂng :% - f(-x)+ f(x)] nach den Regeln R(2), R(3)
Z,, ,{artanh(z) ——EﬁZAﬂ Y=Za A 1= x)}]

und wegenarctar(z) = I—l [artanH (%)

Z, {arctan(z) EﬁZ/] A Z/],#{f(—i&)}].

5.2. Die Zuordnungenfir g =0

5.2.1. Die Transformationsregeln

Unter Verwendung der Transformationsregel der Litigauusreihe4.1.1.

f(x)=-In(1-2)-0tf- [Azl! %Q’* AKX - InPy(2.1)

k=1

erhalt man nacls.1.

~ilin(u+ 2)-in(1-2)]- 0 4~ ;D@ Lz ) - (- 2 2an L 22)

k=1 2 Po(Z,A)

19
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und schlie3lich die Transformationsregel des Areggas K wird durch k-1 ersetzt)

A+1
artani(z) -0 1P - [Z} ¢ [ 2k~ 1)]Q 1+1[I}nM |4<1,z#1.

2k -1 2 Ry(z4)

Analog (bzw. wegenarctan(z) = :,—Lar tanh(i (%)) folgt die Regel fir den Arkustangens
i

A+1
arctrl) 019 {3] b ebocdgon, LAl

14<1,z#-i.

5.2.2. Eigenschaften der aus Po( z, A>1) gebildeten Quotienten

a) Unter Verwendung der ia.1.2. a) auftretenden Koeffizienten

a=a )= Y 1 . A>1

. A
1<i; <ip <..<iy <o (i @, 0.0 )

werden folgende Reihen definiert:

uy(z.1):= > ag g o vz A)=14 ) ey
k=1 k=1

up(z2)= > ()¢ Tl 7 vp(zA)=1+ D () ey 2
k=1 k=1

Wie leicht zu tiberpriifen ist, gilt [y (z,4) = u (i Gz,4) und vy(z,4) = v (i Gz, 4).
b) Mit Hilfe der Reihenuy , v, ergeben sich nach.1.2. a)

Po(z,/i)=v1(z,/1)—u1(z,/l) und Po(— z,/1)=v1(z,/1)+u1(z,/]),

1+-1
In PO(_ Z’A) =In Vitth _ In Vi ZmrtanhM
Po(z4) “vi-up U v(z.4)

i

und fiir|42<1,z#1 auss.2.1. die Zuordnung

artank(z)=izik_l -0f7tP - artanh E /1) i Mﬁzm_l.
k=1

20
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c¢) Mit Hilfe der Reihenus, , v, erhalt man nach) unda)
Po(i @A) =v(i G2 A) -y (i 32,A) = vo(z,4) —i Ty (z,4)

Po(—i @A) = vy (i @A) +uy(i BzA) = vy (2,4) +i iy (2,1)

P(—'&/]) 1+i§£ ( )I)
0 .I " =In V2 :Zmrtan}{i d’l—zjzzmmrctanuz %
Po(i Cz,1) 1-ig2 Vo vo(z,4)
V2
und fiir|4<1,z#i aus5.2.1. die Zuordnung
o 2k -1
tan(z)= 3 ()¢ 1Z— otrhf.
arctan(z) kZ::l( ) 1
arctan Z kL ¢ [A 2k -1)] 2k-1
=~ 2k -1

d) Durch Umstellung der Formeln absundc) ergeben sich folgende Beziehungen

2 (2,1) = Py (- 1) + Py(z.4) 20 (2,4) = Py(- 2.4) - Ry(z.1)
205(z,4) = Py(-i Z,A) + Py (i T.A) 20y (z2,4) = Py(-i 2,A) - Ry(i (2,A)
vi(2.4)2 ~u(2.A)? = Py (- 2,2) Py (2,4) = Ry (22 20

Vo(2,4)2 +Up(2,4)% = Py (=i B, A) Ry (i B2, A) = Po((i [z)? ,2m): Po(— 22,2D1).

Anmerkung

Aus der Anmerkungs.1.2. 3) folgt fir A = 2

a (1) = : : a2 : 2
1<y <iy <..<iy <o (iy @ 0.0 ) (iy 0 0.0y )
1 1 ™ .
< — 2 I A)=0.
= (k1)1 =2 @)= (k1) 2D(2k+1 A'inooa"( )

Aus der bestandigen Konvergenz der Réike)  a, (1) fiir A = 2 folgt die bestandige
k=1

Konvergenz der Reihe fit > .2

Die Reihenug,Vvq,us,v, und Po(z,/}) sind dann ebenfalls bestandig konvergent!

21
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5.2.3. Anwendung auf den Spezialfall A=2

sin(n1z)
T2

Aus der bekannten DarstellungL.2. 1) B, (22,2)=

und den Folgerungen

Po(—22,2)=P0((i &)2,2) sin(nli[z) _ sinh{n[2)

iz v
N 2 ,|_sinzlelz _ 1 . 2 _.
%Oﬁ,ﬂ_aﬂg&)zym7%ﬂ§l , €—7§mﬁ0,£ =i

F’o(—i [z ,2)= Po((i Zz)? ,2):%,

ergeben sich die Spezialfélle der Beziehungensaas. d)

vl(z ) sinh(71[z) + sin(n[ 2) ul(z ) sinh(nz)-sin(n(2)

2y 2072

V2(22,2) sinl(nle(z)+sin(nlel2) (z ) sinh(n £ [2z)-sin(n [5[2).

u
207 2 2 2070 2

Wendet man die Additionstheoreme auf das komplaxgifient an und benutzt die
Beziehungen zwischen den Hyperbel- und Kreisfumieig so kan eliminiert werden:

s:=sinr(%tztﬂ1+i)j=si“*(%j {f j“m{ j r{fj
ros{ ot w{ e el )
Sl [ES'”“(I 2)foof Zc2Jscos Z 2] ﬂ

Damit ergeben sich die Formeln
2 1 (T Vg : ]
Y, (z ,2): sin — [z |[¢tos [ |+cos —[Z |[$In 4
P mtﬁ 2 { {& {

uz(zz, ):\/Eérﬁ Eﬁsir(%& E:os{ [z —co{%& E‘sin)‘(

22
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5.2.4. Zugehorige Bildreihen fur 421

a)Seid=2.

Auss5.2.1. unds.2.2. b) folgt fir f(z)=artanh(z) die Bildfunktion

2
FZO ——[ﬂnpo Z arta nh 2
Poz 2 vlz 2

und mit5.2.3.

(15) ZZ (4k-2) am-2 _{(2) 52, ¢(6) 56, €00 a0, _ 1 sinh(lz)
2k -1 1 3 5 2 sin(rx)

:artanhs?nr(n[z)—s?n(n[z) 4<1,2%#1
sinh(77%) + sin(77x)

Fur z:=1/2 gilt speziell

asa) 3. Z_(4k_2)_1=11ma7(2)+$a7(6)+5;5 D,7(10)+...:%[I]nsinr(7—2Tj.

und durch Subtraktion voartanr{%j =

asp) S CEK=2)-1 1 oy gy, 1 ((6)—1)+...:%[nnEEsinr(iTﬂ.

(2K -1) 2% 1 323 2

N |-
=5
7 N\
wlu
N—

Aus5.2.1. unds.2.2. ¢) folgt fur f(z)= arctar(z) die Bildfunktion

- (z2)=i[ﬂ Pyli 2?2 |22 2
20 o0 i 22 2
ol vzz 2

und mit5.2.3.

(16) i @ 4k 2) ak-2 _ 522)&2_526)&6+Z(;0)Dz10_+ -

-1
&] - co{\/ﬂi &] [$in

S"(f ] '{ %
(e ol fofon( )

= arctan

N ﬁ\u
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NG

Furz:= -1 gilt wegen cos?(nj + sin?{l—Tj = ei
204/2 4 4

T

a 7 (4k - 2) 1 1 -
16a ——Q’ [7(6)+ [Z(10)—+ ...=arctarfe 2 |.
( )kZle1E82k1 ()3[83 ()5[85 (10) { ]

) 1 . )

Fir z =5 gilt spe2|eIIF2,0(z ): arctan(1), d. h

- T(4k-2)_ 1 1 1 T
16b (2)-—=[M\6)+ [f(10)—+ ...=—.
( )k212kak1 5 ()3E23 ()5E25 (10) n

Anmerkung

Die Reiheg(16b)kann auch aus folgender Eigenschaft des Arkustangewonnemwerden

. 1 n n-1
Es gilt wegen arctan—— = arctan—— — arctan——
2[h? n+1 n

m
, 1 m
die Summenformel > arctan——; =arctan—— - arctar(l) fur m - oo.
2[h? m+1
n=1

Folglich i('l)k_lm“k'z):i(‘l)k_lm L Di(ijzmz

2k—1 1 Sk
o1 (k-1 oy k12

b) SeiA=1.

Auss.2.1. und 4.1.2.b) folgt fur f(z)=artanhz) und|4<1,z#1,

_°° (2k -1) 2L _ 1 (e’ rl-2))_ 1. rii-2
Frolz _Zzl 2k 1 _Z*(l)ﬁ+2mn(r(1+z)d_eyﬁ =

und die Bildreihe

(17) ZZZk 1)& :@&3+Z(5)&5+Z(7)&7+ ...:—y&+£[I]nr(1_Z).
2k -1 3 5 7 2 T(1+2)

Diese Reihe erhalt man auch durch Subtraktion @géréR(1) mit den Argumenterz und —Z!
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Mit z:=ilz folgt zu f(z) = arctan(z) :Tlmrtanr(i [z), |[4<1,z#-i, aus obigem Ergebnis
i

die Darstellung

Fo(2)= i(—l)k‘lm ek 1 o T(-iz)

~ 2k -1 20 r{+iz)’

Die zugehorige Bildreihe lautet

s Lo o |

k=2

Anmerkungen

Setzt manz:=x+iy (x,yreell), so gilt

X
1 argl {1+ |z 1 [k + —arctan——
) angr ey X -arean |

Beweis
Setze inl+iz=1-y+ix abkirzendi:=-y+ix.

Es gelten folgende Relationen (siehe unten)
(1) argr(l+u)+ Zarg n+u)=argl(N+u) ,

) arglf(N+u)- x[l]n( )~ 0 fir N 5w .

Mit arg(n+u) = arctan—— folgt aus (1) und (2)

n-y
N-1

argl(1-y+ix)+ Z:arctann—xy xOn(N)=argr(N-y+ix)-x0n(N) -~ 0
n=1

Durch Erweiterungen entsteht der Ausdruck

N-1 N-1
argr(l-y+ix)= lim > X _arctan—>— |- lim > X
Now | n-y n-y] Now[n-y n
N-1,
=i ——=xOn(N
NILnOO En X n( )

Nach 4.3.3. 1) und 1. folgt daraus

argr(i+iz)= i{i

} +lp@-y)+yx-yx
n=1! n=-y
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* Aus argl (1+u)+arg(l+u) = arg[(L+u) @ (1+u)] = argr(2+u) folgt durch Induktion (1).

** Aus der Definition der Gammafunktion nach Gauf}

M(u):= lim N N 1)

N U+ D) 0. du+ N=1) und (u)m@ fu+1)0.0u+N-1) = (N +u)

folgt lim r(N)—ENU=1 mit NY = UI(N) = gl-y+ix)in(N)
N-o [(N+u)

Also gilt fur die Argumente des GenzwertesRetation (2):

arg F(N)+arg(N“)—arg (N +u)=0+x0n(N)-argr(N +u) - arg(1) = 0.

2) Fur die Real- und Imaginarteile v@iB) gilt

_ 1 L\ B _ 1_ [r{a-iz)
Re—yD(+§[QargF(1+|z) argr(1-iz)) , Im_yBj+2Dh|l'(1+|z)|
denn ausT =12 - R foigt —iln(REeif"):i—[nn(R)—lnp .
ri+iz) 20 2 2

3) Fur reellesz = x folgt aus(18)und 2), falls-1< x<1,

(18+) i(_l)k%g(zm‘l - ng) 3 - ng) ° +-=yk+argF(1+ix) ,
k=2

denn wegert (1-ix)=T(L+ix) ist[F(1-ix) =[r{L+ix) , argr(l-ix)=-argr{1+ix) .

Fur das Argument gelten die weiteren Eigenschaften

n=1 n n N - o n=1 n

60 N
4)  argr+ix)=-yk+y, F - arctanz} = lim !x an(N)- Zarctanzl

Man beachte//(l) = -y und die Definition vory aus 1.
5) argr(l+ix)=arg(ixm(ix))=arg(ix)+argr(ix)= g +argl(ix), falls x> 0.

6) i 279 r(1+ix)
X-0 X

=—y. Dies folgt aug18*).
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5.3. Die Bildfunktionen des Arkustangens als Grenz ~ werte

5.3.1. Die Transformationsformeln (fur HW=0)

In den vorherigen Abschnitten wurde die Transforamatles Arcustangens auf die des
Logarithmus zuriickgefiihrt und nur gelegentlich @eznzwertansat2.1. benutzt.
In diesem Abschnitt wird dieser Ansatz naher auggef

Nach3.1. R(9) erhalt man fur

-kt 521

g(z)=arctan(z)- Y 1

. ) _[1+4
2 , ko =min(k| (2k-1) >1) {ZDJJ&

die Bildfunktion als Grenzwert

1+A
00 . [ZD\} (_1)k_1 . 2k-1 .
A()(Z,A):ZG/] 'O(Z)an arCtann—/]_ kZ:l m[ﬁn—/]J , |Z|S1 JZE L.

Damit lautet die Transformationsformel fur die Askangensreihe

ke
2[4

arctar(z) «0 P - Z} (-9 [ dex-1)] 2?54 Ay (21) | |4<1,2#-i.
k=1

2k -1
k

(_zi) _11 g« [A 2k - 1) %

k=1
Die Bildreihen haben die Form

i %D&’[A ok -1)] 2%t = Ag(z,4) | ko {%}1
k=kgq

5.3.2. Eigenschaften der Grenzwerte  Ag( 2, A)

a) Seid >0.

1) Aol-24)=-Ao(z)

L Po(-izA)

2 Py(izA) , Ro(izA) @ P = p(-iz)  G21)

2) Ag(z.4)
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3) Ay(x,A)=argPy(-ix,A)=arg(inPy(-ixA)) fir reelles.

Dies folgt au2), denn Py(ix,A) = By(-ix,1), sowieln(r @W’): Inr +ig.

b) Sei A >1. Dann ist[“;//‘} =0 und die Summe leer.

_\ z uz(z,4)
1 z,A>1)= ) arctan— = arcta 5.2.2.c)
) Po(24>1) Zl v vo(2) 6:22.))
00 2 2
2) ,00(22,2):Z:arctanz—2:arctanu2 22’2 (16)! (5.2.4.)
- n Vol|z© 2
n=1 2\&
3) Ao(i ,2) =) arctan 1 5 = (16b), Anmerkung
2 n=1 2 4
c) Sei A =1. Dann ist{l%l} =1.
- z z 1., Mi-iz
= tans-2| = —yz+0 2.4.
1) A(z1) rZ:l[arc an— nj yiz+ nr(1+iz) (18) 6.2.4.)
2) Ag(x1)=-yx-argr(l+ix)=-yx+argr(l-ix) (18*) (5.2.4. 4))

3) Setzen; =-Ag(l1)= ZG - arctan%] =y-argl(l-i)=0.275575..
n=1

(18a) ki (~1)k Z(szk_—ll)tt ng) _ ng) N Z&?) zgg)

(cajLé (k-1 &) _¢@), &6
2k -1 1 3 5

M s

~
1

1
4) SetzeBy(z1) = Ay(z1)+ z iy = Z:(arctanE -z mrctanlj
n n
n=1
Aus1l)...3)folgt fur reelle x

< X 1) _ L B
Bo(x,l)—ré[arctanﬁ xmrctannj argl(1-ix)-x(@-i).
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Anmerkung zg) 4):

Durch zweimaliges Anwenden des Additionstheoremﬁdmstangens entsteht die
cﬁmz 3

(E j == DZ(Z arctan—~ — arctanij DZ arctan————— =
2 20Nh n 2
h“+3
1
2

Identitat 2 mrctanﬁ - arctan— arctan——— . Daraus folgt

rctan1 + arctani + arctani +...|=arglh 1— -2 [arg I'(l— i).
7 38 117 2) 2

[EEN

Aus 2 Dﬁo(— ;lj +m = 2EB0(% ;lj folgt nachc)l) ,5.3.1. und(18a)

N

d) Sei A =12, {%2}:1

1) Auss.3.1. folgt

00

I e S S L Rt

S 2k-1"| 2 372 5

V" 2N (412¢) folgt d) 2).

N_§ X)X s ixt
3) Ao(x,zj—ré{arctar{\/ﬁj \/ﬁ} argPo( |x,2j (Sehea) 3) .)

1 1) (1 1
4) Setzen, =- 1—|=-argPy| —1,—|= — —arctan— | = 0.697428..
) Setzer2 AO[ 2) ) 0[ 2) Z(Jﬁ JHJ

n=1
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o &SR

£ S a2 5w ) b )

5) SetzeBo(z%] = Ao(z%j +zly, = Z(arctan% -z mrctan%j

n=1

Anmerkung zd) 5): Analogzur Anmerkung) 4) gilt

11) 1« 1 1
Byl —,— |=—= 2[arctan——= —arctan—— arcta .
0[2 2) 2DZ( 2a/n j DZ Jnifam+3)

n=1

1 1 1 1 11) 1
=—[arctan= +arctan——=+arctan——=+...| = Ag| = = |+ =F)5.
2 7 113/2 150/3 2'2) 2
Hieraus folgt nack{19), (19a)undd) 3)

o £ o )12 S

=0494.. .

1
=argP(—— —j+/7 = ) arcta
o\ 22) " Z_ll Jni{am+3)

14
1) _ 577l
6) Po( 2) e2 "’

Wegerd) 4) gentigt der Nachweis fiur den Betrag. Nakth.2. d) und 4.1.2. b)
2
1 1 1 e’
Pol —i,=| =Pyl —i,= |Poli,=|=Po(-11 =g/
O( 2) 0( j "[ 2j )

2
Anmerkung Ohne Ruckgriff auf4.1.2. b ist der Beweis etwas aufwéandiger:

g N-1 13
PO(_i,lj‘_ lim |_ﬂl+ 200z gim 1/ e 20
2 N - o N_,oon: n

gilt
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5.3.3. Eine geometrische Deutung des Grenzwertes N2

m-1 .
Die Punktfolge z =1, z,, = ”(“ITJ (m>1) bildet einen Streckenzug in der komplexen
n=. n

Ebene, der sich in seinem Verlauf einer ArchimdiscSpirale annahert.

SiehePdlya/SzegdBand1l, Ill. Abschnitt, Aufgabd?2.
Genauer:

Die Spirale r(¢) 1 Eﬂ¢ + ro) mit rg =7, —Zej approximiert den Streckenzugg,.

2

Der Winkelg > 0 wachst im mathematisch positiven Drehsinn unbegrenz

1. Begrundung.

In der Polarformz,, =r,, exdi @,,) gilt r,=1, ¢, =0 und furm>1

M =| Zm| = mﬁ 1+ |= mﬁ Nl m Pm = mz_llarctani = ¢m_1+arctanL.
n=1 \/ﬁ n=1 n n=1 \/ﬁ vm-1

Daraus folgt

Die Abweichung A, =r(#,,)-r,, konvergiert mit wachsendem m gegen Null:

m-1
nliinooAm = nliinoo !% Eﬁ nZzllarctan(%J +1,-¢ Gj] - \/ﬁ}
T A L= 1 T 1) (™t
= lim E%Zarctanﬁ+ ][ﬁ—arctanﬁj—(réf—z E/m—lJ—ZE«L/_m].

m— oo n=1 n=1 n

= lim [ym-1-m|=o0.

m - oo

2. Fur ro gilt die Reihe(19a)

o E LA {24l

und der Grenzwert

gl

N
rp = lim [ZE{/N - ZarctaniJ =215778..
N - o n
n=1

n
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3. r(g+2m)-r(g)=m, r(2km) =k Dr+%0. Der ,Windungsabstand* ist gleiain.
4. ¢y = 23/m- ro. Die Abweichung geht mit wachsendemgegen O.

m
ZE{/r_n—ro—¢m=[2E{/r_n—2arctani]—ro+arctan 1 o

n=1 \/ﬁ ﬁ i
3. ¢(m+1)2 ~¢.2 =20m+1)-2n=2 , r(m+1)2 -1 2 =(m+1)-m=1.

Der Winkelabstand beachbarter Punkte mit quesdieem Index ist annahernd gleich 2.

Auf jeder Windung liegen drei dieser Punkte &idnen sich auf drei ,Spiralarmen” an,
die je Windung um den Winkdéd = 2[72— #urtickbleiben.

6. Die Kurvenlangé wachst anndhernd quadratisch mit der Windungdezahl

L(p)= jj Jre? + 1) dt :%qj Jle+10)? +1dt

:%[zu Af2 +1+In(2Dr +y4m? +1ﬂ

o

r=r(g)

r=rg/2
L(20k 7) = (k )2 +r0DkDT+%[I]n%

2
- (g2 -0+ 1y 200)
el o

7. Die Windungslangé, wachst nahezu linear mit der Windungszahl

Ly = L(k2m)-L((k-1)2n) = 2072 k- (7-rg)Gr = Anzahl der Punkta, !

8. Grafische Darstellung

o Punkt&, , < Punktez,?, —— Spiraler(g)

32

Der Streckenzug lait sich iterativ
konstruieren:

Man tragt jeweils im Punkiz,.1
senkrecht aufy,; die Strecke 1 ab
und erhaltz, .

Zy

1
Z3
V4 1
V3
Y47)
1
V1
Z
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6. Bildfunktionen der binomischen Reihe

6.1. Die allgemeine Transformationsformel ZA ,u{(1+ z)a }

00

VT . : _ _ a) =k
Gegeben ist die binomische Reiligz) = (1+ 2)7 = kz-‘b(kj [z mit reellema # 0.
Diese Reihe ist fur positives ganzzahliges m und beliebigenz eine endliche Summe.
Fir a # m ist die Reihe absolut konvergent fiaf <1 und fallsa > Oauch fiir | z| =

alh(1+z)

Man beachte, dass stets der Hauptwert der Poti(z} = e gemeint ist.

Mit beliebigen reelleMd >0 ,u sind

g(z):(1+z)“—zl(gjﬁk . ko =min{k | Ak+u>1 k=0}

S o 2 3 o O o e

N~ 5 n# N=2n=1

Die gesuchte Bildfunktion hat die Form

ko -1 o

SINIEDY (ﬁ)ﬂ’* (A Ok + p) X +G, 4(2)= Z(@Dﬂ (A Ok + p) X

k=0 k=0

6.2. Die Bildfunktion Zl,_a{(1+ z)”}

6.2.1. DerFall O0<a <1.
Mit A =1 und y=-a< 0gilt kg :[1+a]+1:2.

1
Es folgt der Ansatz g(z) = (1+2)“ - Z(kj K = (1+2)7 -(1+a )
k=0

G(z)= lim nZN::l[n“ [€1+§ja - i(@ g%} = lim i{(n+ 2)7 -n? _”%]

und die Bildfunktion

FLa(2)= kz(gj 7 (k-a) 2" +Gyo(2) =0+a T (1-a)2+G(2).
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Die Transformationsregel fur al|e| <lundO<a <1 lautet

00

(L+2)* Z( )&k SuRa i i(‘k’jw(k—a)gk:

k=0 k=1
N
: z
=an(l—a)&+'\lI|£noor§{(n+ )7 —n —O'GF]
Die Bildfunktion erflllt folgende Beziehung
(20%) Fi-g(l-2)-Fi-a(-2)=-(-2)"
Beweis
G(1-2)-G(-2)=
N 1 N1
= lim Z[(n +1-2)7 -(n-2)7 —aEll—} lim |(N+1-2)7 -(1-2) —a)
N_.oon 1 - N - o n=1n —a
= lim |[(N+1-2)7 -N7 +a N Z ! -1-2)7=0-a@(-a)-(-2)7
N - o a = 1n1 a
Fi-al-2)-Fio(-2)=a@l-a)fl-z+2)+ G(1-2)-G(-z) = —(1- 2)*
Die Beziehund20*) 1af3t sich als Bildreihe darstellen:
(20) () 7 (k- a[[(l 2) ] -1-2)7 o0<a<1 ,|z|<1,|1-2|<1.

Furz=0, 1, 1/2 ergeben sich ayg0) die speziellen Reihen

(20a) 1+ é@ Z(k-a) :1+(‘1’] Df(l—a)+(‘2’) Q’(Z—a)+(g) Z(3-a)+..=0

(200) ki;l(-l)k-l[gg)ur(k-a)=(gjw(1-a)-(gjg(z_a)+(g)g(s-a)-+...=o

(20¢) ki;l(Zk”_lj[M:(@[M{a) B-a), __ 1

22k_1 21 3 23 20’+1
Die Reihg(20b) konvergiert sehr langsam fiar = 0! (20c)konvergiert schnell
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k k .
Fur a =1/2 erhalt man mlt( j |_| |_| —1 aus den Reihef20a-c)

1 (1) 10 _(3) 1043 10B5 (7 B
(20d) 1+§Q’(§j—ﬁﬂ’(§j 2@1[6DE( j 2@4[6[8Q7(§j+_"'_0

1 (1) 10 _(3) 103 10BB (7 ~
(20€) EW(E}EW(EJ 2@[6117( j 2@1[6[8Q7(§j+"'_0
1 [1) 103 [5) 1BBT [9) 1BBTOAL (13) -1
= |+ — |+ +— | — | +..
1t \2) 3 51[4° 71’ 2

(209) >

2

Subtrahiert man vo(20) die Originalreihe

fll-z)- (j[{(l z) ] (2-2)7 -(1-2)7,

so entstehen weitere Reihen:

(21) Z(k) (k-a) 1][{(1 z) ] ~(2-2)7 o0<a<1,|z|=21,|1-2|<1
k=1

Furz=0, 1, 1/2 ergeben sich ayg1) die speziellen Reihen

(21a) é(f(’j ¢ (k -a)-1| =1+(‘1’) d¢(1-a)-1] +(‘2’) 0¢(2-a)-1+...= -2

(21b) é(‘l)k 47 dek-a)-1=( ) dc-0)-1-(4)de(2-a) g+ -.=1
(21c)

él(zf_ljéz(zkz—zlk;a)—ﬂ:m Z(l—;)—l]{gj z(s—zg)—lh__:_%[@a
(21d) = (21c) fur z=1/2

s
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6.2.2. Bildreihen mit komplexem Argument ( fir O <a<1l).

Die zulassigen komplexen Wereer Beziehung20)
liegen in der Schnittmenge der Kreisflachen i

|z|<lund|1-2z|<1. /
Dazu gehoren die Punkte auf der Mittellinie \
z=(-yO)=re 9" mit 1-z=2=r @?T
und |y|<v3,r =%E{/ﬁ ¢ = arctan(y).

Fur diese Punkte erhalt die Forn20) die folgende Form

(20#)

00

z(gjmk-a)uk Eﬁem -(-1)ke-¢“1m]= 7 @' = 7 tfcodg (&) + i Bin(p ar)]
k=1

Zerlegt man diese Summe in Teilsummen mit geradesnungeradem Laufindex und
verwendet die Beziehungen

[e¢ 2K _ (_q)k g EZKED] - [e¢ 2K _ e‘ka] = 205in(2k )
[e¢ fek2)_(_ l)2k—1e—¢E02k—1)m] _ [e¢E02k-1)m +e? @k-l)m] = 2[eoq(2k -1)®),

so liefert der Vergleich von Realteil und Imagiedirtie trigonometrischen Bildreihen

00

22) Z(ZC{() 7 (2k - a) 3 2 Bin(2k ) = —% 39 sin(a [§)

k=1
- - 1
(23) kz::l(Zk"_ 1) 7 (2k -1-a) 3 eod(2k -1) ) = -0 @ koo )

mit r :% Y1+y2 und ¢ =arctar(y).

Die reellen Parameter und y sind wéhlbar in den Bereichéh< a <1 und|y| < V3.

Fiur y=1: r=1/4/2, ¢ =m/4 und y=+/3: r=1, ¢ =71/3 sind nachfolgend die
Bildreihen aufgefuhrt:
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(22a) Z(Zk) 2: a) r(kd;—[j m/f@su ad_—[j

(23a) Z(Zk 1} (2k-1-a) {(2k—1)[—@=— ! E:o{ad;—[j

2 2 21+a

(22b) kz=ll(26{() 7 (2k - a)&.r(zkﬂj —Emr( %j
(23b) é(zka_le(Zk—l—a)E:os{(Zk 1)59 % s{a%}

Fur a =1/2 folgen hieraus die Reihen

(22¢) i E€4k 2) 221 1Q7(8k2 Sj 2082 r( j

()3 ()i

k=1 2 4 8
(R ()l
(22d) :1(“2/@ 2l o 2 | = Sosi 7 )=

(-t

20 B8 ()i -
(K- R -

G. Strey
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6.23. DerFall @ < 0.

Mit A=lundu =B =-a ,0<p, gilt kg=[1-B]+1=1.

( ,/3 Z( j (1+1Z)B_1, |4<1,z#0,

R e b e ]

Der Grenzwert laRt sich mit der Hurwitzschen Zetifion ¢(x,a) ausdriicken,6(2.4. 5):

Es folgt der Ansatz g

Gl= m 3L =clpa)- <o),

N-=hsil(n+2) z

Damit gilt fur die Bildfunktion
0 _,3 K 1
(@)= Y| (e ) 0 p(e) = () v le) = ¢(5.2) -

k=0

Die Transformationsregel fiir allg <1,z# 0 und0< S lautet

(1+1z)ﬁ:§0(_k)ﬁk -0t Z( ezt = el
=¢(B)+ lim %L +1Z)/3 —niﬁ]

N-epl(n

und liefert die Bildreihe

(24) Z( j (k+B)x (,3)—,3&7(1+IB)&+(_2'8)((2+13)Q2 = (B.2)- :3

14<1,2#20,0<B,8%1

Anmerkung

Fur den Binomialkoeffizienten giIE_k'B) = (_ 1)" [(k ‘%(’f ﬁj _
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6.2.4. Anmerkungen zur Hurwitzschen Zetafunktion
Siehe hierzu z.\Whittaker/Watson XIIl 13.5.

1) Die Hurwitzsche Zetafunktiod(s,z) mit dem komplexen Parameter 0-1,-2, ...
ist eine auf der komplexasrEbene meromorphe Funktion mit dem einfachen$ol .

Sie ist die analytische Fortsetzung der idéf)nierten Reihe.

Die folgenden Eigenschaften werden nurrgglless=x>0,x#1 formuliert.

00

B 1
2) Z(X’Z)‘E)(mz)x . x>1,
. N1 (N +z)t*
3 ,zZ)= | - , 0, 1
) 7(x2) Nlinoo!;:‘b(n+z)x 1-x X>0, x#
4) Z(x)=¢(x,1) Die Riemannsche Zetafunktion ist ein Spezialfajl. 1. ).

5 RO | et

Fir x>1 ist das klar
Fir 0< x <1 folgt5) wegen (N +2)\ ™ - (N)\™* = (1- x)ziN * +o[N ) - 0.

1

6) Z(x,—z)—Z(x,l—z)=(_Z)X , z#20,£1,+2,....
N 1 | 1 1
6) blgt aus5), denn zi(n—Z)x - (n+1—z)x} = 2 N
7) lim [¢(x2)=¢(x)]=¢(1)-¢(2) =~y -4(2)

Diese Beziehung folgt aus) und 4.3.3. 1) — 3).

Nach3) ergeben sich die Ableitungen nach z

8) 9 e(x2)=x2l+ x2) . Le(x2)= (2 (r”(;)x) Z(+ x.2)
9) Z(Z,Z):%t/l(z) , Z(n+1,z):_?1El(;j—ZZ(n,z):(_nl!)n %z/l(z) n=2

: cdoyv_dl_o (1 )l v 1
9)gilt wegen4.3.3. 1): dzz,l/(z) dz{ y nz‘l[n_“z nj] Z(n+z)2 und8) .
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10) Z(x%)=(2x—1)ﬂ7(x) x>1
2 vle 1l =& 1
D =2 = -
= Z( ] 2ot EEZN nZl@m)x}
[22m—1

11)  Speziell gilt weged (2m) = (o) [(1Borm| 7°™  (BernoullizahlenByy,)

P ot s 1\ _ 2 1 1\ _ 7O
€)= ¢l)="gg. <(6)= g und Z[Z’EJ‘?Z(“E)‘_ Z( j 15

6.2.5. Zusammenstellung zugehdoriger Bildreihen ( a<0)

Aus der Bildreing24) ggf. in der Form

(24%) Z (k 1+ﬂj (k+B)* =¢(B.2)-¢(B)-—5. |4<1,2#20, B>0,8%1

Zﬁ

sind in vielfaltiger Weise weitere Bildreihen komlarbar.

a) Fur B - 1 erhalt man nach.2.4. 7) ﬁ:(—l)k Egt)ﬁf(k +1)2K = -y -y(2)-

1
k=1 z

Das istdie Bildreihe(9*) aus dem Abschnité.4.2.!

b) Sei B=n+1>2,ganzz., |z|<1,z¢o

Dann gilt nach(24*) mit (k ; n) = (n; k) und 6.2.4. 9)

(25) i(—l)k(n;kjf(n+k+l)&k=Z(n+1,z)— 1 _ ()" w(N(z)- 2L

k=0 "t

Diese Reihe entspricht deiten Ableitungvon (9%) !

Fur z=2/2 und m= 2, ganzz.ensteht aug5) die Reihe

(26) Z (m 1+kj[Lm+k Z(m ( j[—leJrl)+(m+1)[Lm+2)—+...:

R
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Zum Beispiel gilt firm=2 : Z(Z)—(ZJ 5{(3)+(1JL{ ( j[{—+ 7—4 bzw.

1 21 22

(26a) Z EkE{k+1 25 3@, 4 f6) 5 £6),

2k -1 22 23 24 3

Analog findet man fum= 4

(26) é(_l)k f) D (949 (5E0. (G- —s- 7T

22 (3) 793 \3) 4 920

c) Aus(24*) und 6.2.4. 6) findet man analog za.2.3. (20) die zusammengesetzte Bildreihe

(27) Z:l(k—ihﬁ’) (k+[>’)[ﬁz ~(z- 1)] (1_12),6’ . |4<1,|z-1<1, g>0.

Wegena) und 4.3.3. 3) ist die Reihe auch f(f = gultig!

Flr z=1/2 erhalt man die spezielle Reihe

(27a) Z(Zk ”’UM BI(L+B)+ (ZgﬁjM+(4+ﬁjM+ =2P
k=

k+1 41 5 42

und insbesondere mif = die Reihg8b) aus4.2.2..

d) Anknupfend ars.2.2. kbnnen au$27) trigonometrische Reihen erzeugt werden.

Mit z :%(1+ yd)=r@?? undi-z=z=r@?" erhan27)die Form

@r) 3 * L Pl B)r* (T (-2 8T8 dodg )i csinlg )]
k=1

Fir die Paramete und y sind folgende Bereiche zulassigi >0 |y| <43

Weiterhin gilt r :% Y1+y?, ¢ =arctan(y) .

Der Vergleich von Real- und Imaginarteilen beideitéh liefert analogs.2.2 schliefilich die
trigonometrischen Teilreihen:
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(29)

G. Strey

Z(Zk o /3) 7 (2k + B) 1 %X sin(2k () = % 17 in(8p)

> (2218 @la-1 p)a* wodak-)9) - S F oodp ).

Hieraus resultieren z.B. folgende Reihen:

y=1,r1=1J2, ¢ =m/4a.
o 3[4 ]

(292) é(ZkZ_kz‘-;ﬂj (2k2k 11 ,3) {(Zk—l)ﬂjz 5B-1 Eo{ﬂ%j

4

y=Y3,r=1/3, ¢=m6 .
(28b) Z(Zk “'gj 2+ A) g r( j 15/755.{;;[41)

3K

(29h) 2(2‘(_2’”3) (Zk_“ﬁ)mo{(zk 1)[@ 1 3ﬁ1@o{ﬂﬂj

Mit geeigneten Werten f(f entstehen viele einpragsame spezielle Zahlenreihen.

Setze z. B =1 sowie = 2in (28a)und(29a)ein:

(28c)

¢@)_¢(7), 1) _2as), <9 _ (23

+..=1
40 4 42 83 48 4°

(28d) 35( 75( 1115 <) 155(16 +195(20 —+..=1

(29c¢)

2° 27 29

@) _cla)_cl6), <), ca0) <) 20d),,

+
20 ol 22 3 o4 25 26

(29d) 25((3) - 45((15) - 6{(27) + 85((2) +1OL(({11) -—++..=0 u.s.w. .
2 2 2 2

2
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7. Bildfunktionen der Exponential- und trigonometri schen Funktionen

7.1. Die allgemeine Transformationsformel 2/1 ,u{ exp(Xx) }

G. Strey

Gegeben ist die Exponentialreing(z) = exp(z) = | %&k , z beliebig komplex.
k=0""

Mit beliebigen reellem >0 ,u sind
ko -1 1
9(z) = exfz) - kz-:oﬁﬁk . ko=min{k | Ak+u>1 k=0}

ko -1

N N k
: 1 z : 1 z 1 z
Gy (@)= lm > —Ng(—/]j: I|moo Z{—#exp[—/]j— > EGTDIW .

k=0

L 1

7.2. Die Bildfunktionen  Zy o{exd2)}, Z 4 1{exdz)} und Z ) ﬂ>1{ expz)}

7.2.1. Bildgrenzwerte und Transformationsregeln

Fir A =1, u= 0und kg = 2folgt der Ansatz

o@=erl)-1-z  Guof)= Y exf 2]-1-2 ]

n=1 n n

Far A >0, = 1und ky = 1folgt der Ansatz

etis ou=S e 2] 2]
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Die Transformationsregeln fur al]e| <o |auten demnach

Offensichtlich (und nach Regel R(7) ) gilt der difntielle Zusammenhang

dm
— B ,u( z) = Ejp+m (2)
dz™

N = o

Aus der Definition vory folgt G o(z) = lim [Z(exp{%) —1] - z[ﬂn(N)} ~yx.
n=1

Setzt man E(z) = lim [i(exp{%)—l}—z[ﬂn(N)} , SO gilt

n=1

(30) gZ*T('k) y&+Z2(2)&2 Z?E.)Q:% ZLE!) +...:E(z)

Bei bekanntenE(z) erhielte man aus Reil{80) weitere Ergebnisse wegen

£(2)= Er(2). j— £(2) = EM(z) = £y () -

7.2.2. Ein Beispiel: Die Bildreihe als Wahrscheinli  chkeitsdichte

2
Wir bilden fir beliebige reelle Werteund m> 3 die Reihen f (x,m):= Ezymﬂ[—%}

00 k
fom)= 3 0 o iemp = gme)-Lemegoe + L cmrene -
— kI 2 2 21 22

Die zugehorige Bildfunktion Iautet

f(xm)= fm iy (xm)= fim z min ;{

J =207 0lim %im (x.n) ,

2[h? N-wi=in
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2 [h?

verteilungen mit dem Erwartungswert 0 und den \femésn?® sind.

2
wobei ¢(x,n) = \/%Tmﬁx;{—x—J die Wahrscheinlichkeitsdichtevon Normal-

Die Funktion (31) f« (x,m) :Z(m)#l/_mmf DnZ:ln [(x,n)

ist die Dichte einer Verteilung mit dem Erwartun@st/\o und der Varianz (m-2)/¢(m).

Die Verteilung ist symmetrisch zum Erwartungswefrdj thre Verteilungsfunktion ist

B (x, m)

(w—f

Beweis Es ist f(x,m)> 0, stetig undf (- x,m) = f(x,m) wegeng(- x,n)= ¢g(x,n) ,

IfN x,m)dx = J_DZ—DIdxmdx \/_DZ—EL - N2mrg(m),
—00 n=1"

IXBN(xmdx J_DZ—DIx@o(xmdx \/_DZ 0 =0,

—00

oo N 0 N
[ iy (xm)dx= 2. - 0 @lxm)dx= V2@ - 2 - V2@ (m-2) .
—00 n=1N -0 n=1N

[

Das Bild stellt Dichtefunktionen fum = 4 dar:

a) Normalverteilungg(x,1) mit o2 =1

und ¢(0,1) =—1_~039089

V2T

b) Normalverteilungg(x,a) mit

o2 _¢2)_15 ~1.2328 und

03236

= s

c) Die Verteilung fx (x, 4) mit gleichem
> _{(2)

o =2+ und dem Maximum
Z(4)

f.(0,4) = \/2_55—5&7(4) ~03821.
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Die Kurven b) und c) verdeutlichen die Tatsachssd‘a(x,m) keine Nomalverteilung ist!
a) zeigt die resultierende Dichte, wenn alle Dichtersx,n) durch ¢(x,1) ersetzt werden.

Anmerkung

Der Verteilungsfunktior (x,m) liegt folgendes Versuchsschema zu Grunde:

Ein System kann beim Aktivieren genau einen degéddsn =1, 2,3 ,...mit dem Sollwert O
annehmen. Der Zustand n tritt dabei mit der refer Haufigkeitn_m/i(m) , m>3, auf.
Jeder Zustand n kann eine Abweichung x vom Sollvesitzen. Diese Abweichung ist

normalverteilt mit der Varianzf2 =n?

F (x,m) = P(X < x) ist die Wahrscheinlichkeit dafir, dass bei einktivierung des Systems
die Abweichung kleiner als x ist.

Aus der Interpretation als Dichte und Verteilungsfiion ergeben sich Grenzwerteausagen
fir die Reihenfs (x,m) und F (x,m) fiir x - o und m>3 :

(31a) Z BMB@" Z(m+1)- Z(m Vg2 SMm*8)ga_, g

o1 o 2 2122
(31b) Z {2k +1tm) D(2k+1:5(m+l)D<—MD<S+MD<5_+
(2k+1)[k, 2k 302 5[2! [22

- (a2

Da die Potenzreihenentwicklungen an der Stelle erf@lgten, sind31a), (31b) kaum
numerisch nachvollziehbar.
Die Abbildung zeigt die Naherungspolynome vér(x, 4) bis zur 8. bzw. 20. Potenz !

0.5T
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7.3. Bildfunktionen der trigonometrischen Funktione n
7.3.1. Die Darstellung mittels der Bildfunktion Ei,,u (i Z)

Auf Grund der Regeln R(2), R(3) ergeben sichdmrdDarstellung der trigonometrischen
Funktionen mit Hilfe der Exponentialfunktion anadoDarstellungen ihrer Bilder.

sin(z) = i (é;l)lf(L) 2+ gl s, ulz i 2+ Df* (A 2k +1) + )z
_ exp(lz)—exp(— i2) _ E/l,u( z)- E/l,,u( i2)
2i 2i

Die BildfunktionenS, , und C, , sind an der Stelle =0 in Potenzreiheentwickelt.

Anderseits lassen sich aus den obigen Darstellungiels mit7.2.1 die Grenzwerte fir die
Bildfunktionen als (im wesentlichen) trigonomethscReiheraufstellen:

by S[ofa ] erdor ol
S/]’l(z)zr%{ilj‘sir{ni/]ﬂ C 14(2) y+2{—co{ jﬂ

oarbi=Z ()] cnmid=E et ]

n=1 n=1

=]

Im Unterschied zu den Fourier-Reihen werden niggbhometrische Funktionen von
Vielfachendes Arguments Uberlagert, sondern Byochteilendes Arguments.
Fur diese gilt z. B. nicht die Orthogonalitatsbepling !

Fur A =1, u=0 gelten in Analogie ZlE(Z) aus 7.2.1. bzw.(30)die Abkirzungen

S2)=s100) = VD )=y o)< EIA BT

mit den Grenzwerten

S(z) = NIiLnOOLZN::lsi %)—Zﬂh(N)} . C(z) = lim i(co:{%]—l} (s.0.) .

N_>oon=1
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7.3.2. Einige Eigenschaften der Bildfunktionen S,W(Z) und C /1,/1(2)

Aus den Darstellungen vadundC als Potenz- bzw. trigonometrische Reihen kdnnelevi
Eigenschaften der Bildfunktionen gewonnen werderfgAind der Transformationsregeln
sind gewisse Ahnlichkeiten zu den Eigenschaftertritgsnometrischen Funktionen zu
erkennen.

1) Differentielle Zusammenhange

d d

o (2)=Cy, 4+ (2) prasZ Y (2)=-8), 442 (2)

d2m

dzmsxi ,,u(z) = (_1)m8/1, {+2mia (Z)

d2m m
dzmc/\,,u(zﬁ(‘l) Ca. y+2ma (2)

d 2m+1 m d 2m+1 m
2 $),u(2)=(10)"Cy, yeomen)a (2) e Cau(2)=(0"S) y+(eme)a (2)

2) Unter Verwendung von 1) fihren Koeffizienten daylorentwicklung auf die Beziehung

Ze(Ah+p)= Ca u+nia (0)

Nachweis

)k
Fur S, ,(2) gilt agsa =mﬂﬂ—l)"0m u+(2k+1)a (2) :%Q’* (A 2k +1)+ p)

Fur C1,(2) it a3 =y -3 C), o2 %u’ 2+ 4)

Die Formel folgt auch sofort aus der Reihe
2
Crpuena (@)= A+ u+ AM)E0 - (A2+ p+ A m)azz—'+... .

3) In Analogie zur Eulerschen Formel gilt

E/\,,u( iz) = C/l,,u(z)"'i [S/I,,u(z)

4) Symmetrieeigenschaften
Siu 21(_ Z) =Sy 21(2) Cauz 1(_ Z) =Chu 21(2)

S10(-2)=-S1,0(2) C10(-2)=C10(2)
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5) Die FunktionenF(x)=S; , »1(x) bzw. F(x)=C, , »1(x) mit reellem Argument sind
fur ganzzahliged =m=1.2,... auf Grund folgender Eigenschatft ,fast periodisch*

Zu jedeme >0 existiert einp = p(e) derart, dass fur alkegilt
|F(x+20r0p)-F(x)| < €.
Fire - 0gilt p(g) - o .

Beweis (fur C)
N 1 X
Die Summe) — Eﬂbo{—mj ist periodisch. Wahlt man namlich das kleinste gesaane
n=1N n

Vielfachev(N) = kgV(1,2,...,N) der Zahlenn=1,2,..., Nso gilt, daM ganzzahlig ist,
n

el 2 ol

Es ist N derart zu bestimmen, dass folgendeh@zgeng erfullt ist:

© 1 | [x+v(N)"2or {xj
> —co -cog —
nan+L | n' n'

< _i iﬂ []co{XJ'V(NZ: EMTJ —co{imj

n n

<

00

1 N 2
< > —#DZ—ZDf(,u)—r%:ln—ﬂ<£.

n=N+1"N

Dies ist stets moglich, da die Summe gedjgf(u) konvergiert.

Man wahle zu vorgegebener> eth N = N(g) mit 1. Z(,u)—g und bilde das
kleinste gemeinsam Vielfachg¢N ) = kgV/(1,2,....N). Dann istp(g) = v(N)™.

Mit £ — 0 gehtN(g) — c und damit auchp(g) = v(N)™ - o .

6) Die in 5) genannten Funktionen sind beschrankt:

‘3/1 ,,u>1(x)‘ <{(w) ‘CA ,,u>1(x)‘ <{(u) .

00

<> Lna=¢(u).

nzln#

. - 1 1 ( x
Denn es ist z. B‘SA ,ﬂ>1(x)( < rén_” E‘Elr{n—/]j
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7.3.3. Ein veranschaulichendes Beispiel

Gegeben ist die Funktion

= (-2 &k _w 1 z
C1a)= Y, oy F@k+2)2™ = —zm:os(—j.
k=0 \<"/

n=1 N n

Wir bilden die Naherungen (fur reebg

P(x,N)= ZN: (- 7(2k+2) 5 = 2(2) - g (4) @ + .+ (2" 7 (2N +2)x?N
o (2K) 2 (2N))
_ -1 X\ _ 1 X 1 X

C (x,m)= ré = EO{E] = cos(x)+z EO{E) + +¥ E:o{r—n].

Es istmaxC 1 »(x) = C; »(0) = 7(2) = 7% /6= 16449.. (Vgl.7.3.2.6))
2
Mit £=08 istN =2, denn) = =125> z(z)—o—z'8 =12449.., ple)=v(2)%=2.
n=1N

Fir allex gilt | Cyp(x+407)-Cy5(x)| < 08. (Vgl7.3.2.5))

2]

¢ 10

In der Grafik sind aP(x0), b)C1,(x)=C(x,60) und c)C(x,2) dargestellt.

B

o5t

-4

-t

L
----- a)
— b
— 0
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7.4. Uneigentliche Integrale mit Ei.u(z)’ S,W(z) und C M(Z)

7.4.1. Verwendete Integrale

Fur die nachfolgenden Ausfiihrungen werden dreixfrO geltende Integrale bereitgestellt:

o _Z
(1) Ie x " dz=x"*"1 !
0
0 _Z 1 G]__
- Z X
2) e X Dto{—]dz=— - *
J(; 7 W 2in A2 x ( < jz
1+ %
n/\
® -2 1 1 1 2
-~ (z X
X _ - @ @@ = ]7
) Ie B”{n"]dz x_2+n""[2Eln7 n’ 2
0 X
1+ %
)

(1) folgt mit derSubstitutiont = z/x aus der Integraldefinition der Gammafunktion

rn+1)= e a"dt .
0
(2) und(3) ergeben sich aus

-alz
Ie_aﬁ codb ()dz= — [{- alcodb z) +b&in(b ) ,
a’ +b?
_aﬁ . _ e_aB .
Ie sin(bx)dz= ——— [~ asin(b (z) - bEodb ) .
a® +b?

7.4.2. Bildreihen der uneigentlichen Integrale

Wendet man (1) (gliedweise!) auf die Potenzreinem&, ,,(z), C, ,(z) unds, ,(z)an,
so erhalt man Bildreihen, die offensichtlich fuelte 0 < x < 1 konvergieren.

) YA ) o] Z o)

2 1 _z
Ie X [E, ,(2z) dz= kZ%)EDF* (/]Elk+/,1)qe X K dz=k26& (A Tk + ) X4+
0 = 0 =

OIO e X [T, ,(z)dz= i Mz}o e'i X dz= i(—l)kz* (A 2K + ) 2k

k=0 (Zk)l 0 k=0
: 1 e (e )5 °°
Ie X 8y ,(2) dz= (2k—+*1)luqe x M dz= Y (1)K G (A(2k +1) + ) 2,
0 k=0 0 k=0
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In gleicher Weise wie flr die Bildreihen kénnen dieeigentlichen Integrale auch aus den
Bildgrenzwerten berechnet werden:

a) Aus 7.2.1. erhalt man mit (1)

o _Z o _Z 0 © _Z | Z 3
Ie X [Ey o(2) dz:Ie XD/&dz+Zje X [en —1—— dz= yD<2+Z—
0 0 n=19 n= 1n[qn X)
T =< R T e > X2
-([e X [E dZ J.e X D/dZ+nZ;L'(‘;e X El]ﬂ'n _E dZ:yD('*'nZ:;Lm

w Z w © _Z z 0o

J(;e_x [E) 51(2) dz:nZ::l'(‘;e X niﬂe“A dz:rglnﬂl_/] E—ln/]x—_x .

b) Aus7.3.1. erhalt man mit (2)

o _Z o0 ® _Z z © .3

J(;e X [Ty o(z)dz= nZ;‘lJ(;e xEEco{n 1} z= Elnzﬂ(z

© -2 < E eI z “ x>
J(;e x [T, 1(z)dz-£yce Xdz+r§1j(;e Xiﬁﬁmo{pj“}dzzyﬂ_%n n2 4 2
w0 _Z w ® _Z o

J(;e X [C) ﬂ>1(z)d2=r§£e X EEniCO{ni/]ﬂdZ‘r;nﬂ%y nZA)ixz
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Zusammenfassend gelten also folgendedféirx <1 hergeleiteten Bildreihen, bei denen
gelegentlich Kurzungen durcherfolgten und erste Glieder umgeordnet wurden:

Nacha)
0 o 2
(32) Y ¢(K)xK =¢(2)52 + (3B +¢(4) 5t + .= Zlgx_ ,
k=2 “n n-x

(33)iz(/]uk+1)n<k+1=z(/1+1)D<2+z(2,1+1)g<3 -Z GT
k=1 _1n n~" —x

wobei fird = Hie Reihg32) entsteht

34) Y C0k+ )56 = 2() B LA+ p)BE + Z2A+ )+ Y
k=0 n:]_n'u A n/] - X
w>1)
Nachb)
00 2
(35) Z D7) P* = 7(2) X% - 7(4)x* + (6) X - +..= 2" S
n=1N" +X
00 2
(36)2( )7k +1) % = ¢ (24 +1) 33 - 5(4’”1)5(4*‘---:2&%
n=1" N7 +X
(37) Z Ko 2ko+ ) BEE = (U - ¢ (24 + ) B + -.= 1n‘i2" nZAX
p>1
Nachc)
3
(38)2( D7 2k + ) X = 7 (3) 3 Z(5)D<5+—..._21[-|ﬁ
=1 NS +Xx
(39)2 Ke(roak+2)+ 1) ™ = 7(4 + ) = ¢(3 + ) B + —...=
v 1 X
n_ln,u—/i n2/1 +X2
(uz1)
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7.4.3. Zusammenhange mit der Digammafunktion und QO(Z, /1)

In ihrer Form ahnliche Bildreihen wie 4.2, sind (fur komplexe& ) schon irs.3. und 4.4.
behandelt worden, so dass sich im Folgenden eBegehungen speziell zur Funktion
Qo(z1)aus4.3.2. ergeben.

FiarA =1, u =0 erhalt man Identitaten fur folgende Reihen, (siehe. ):
Mit z:=X ist (32)=(8), (35)=(6) und mitz:=ix ist (38) =(10).

Die Bildfunktionenwurden dort mit der Digammafunktion, d. h. ausldgarithmischen
Ableitung der Gammafunktion, gewonnen.

Die Summendarstellung der Integralerim2. fur E(x), C(x), S(x), beziehungsweise fiir die
Reihen(32), (35), (38), sind ebenfalls mit der Digammafunktion beschrarbk siehet.3.3. ):

00

Mit (1- z)+y——2m folgt

Te_i E(z)dz: -x? W/(l— x)—yD(Z,
Ie >Z<C )dz=-x ZE"HHIXZEH _ix)zéEﬁx—nD@ E:OH‘(ITD()] ,
Te_i S(z)dz=-x2 d/J(l+ | X);w(l_ i) _ -x? Rep(1+ix)).

Man beachtay(1-ix) =@l +ix).

Nach 4.3.2. ¢) gilt Qu(z,1) = —Z; = ZF —%} ,50 dass auch eine Darstellung

Da nachs.3.2.a) flr A>1 Qo(Z,)') = _Z
nzln -7

Reihen aug.4.2. ist, ergeben sich allgemein Querverbindungen@g(z,/}).

und diese Summe Bestandteil weiterer

7.4.4. Einige Beispiele

Unter Verwendung der Identltatq——li—l q- q - —qm"l, gzl m=123,..
1-q q
findet man mitq = -z
o/
m A .m A m-1 _k
) 1—/1D/1Z =T -g= —1/1Eh : - fma '
n“* nt-z n# 1-q p# n"-z on
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1) Nach Summation tber n fuu —A =A[m erhalt man aus (*)

o« m

(40)

m-—
=-Qp(z1)- Z Ak +1))z*  zznt, A>1,m=12..
n=1 N s k=0

2

S 1 2" 11w = K
(40a) glnz—m“gﬁ_{; ﬁmot(nﬂ/g)} l;)((zmku))a

z2nt 1=2. m=1.2...

ZzM m- m-1
(40b) Z E—I— ~Qo(z1)- Z Z(k+1) 2" =—pli-2)-y- > (k+1) ¥,
pman” k=1 k=1

n, A=1 m=2_3,.. .

Mit ausgewahlten Werten fut, m,z entstehen die speziellen Summenformeln:

A=2,m=1, 2=+ : Z;:r((z):z—i
4 n=1n2[(4n2—1) 6
/1:2,m=1,z:i: Z 1 =2_’_T_i
1 2 1 g
A=1,m=2,z==: — = =In(2)-=. (Vgl.433.2))
2 %4@12[@%—1) g 24
Jeim=s,z=r: Y1 i)l
2 = 8m3f2n-1) 24 8
1, < 1 m o1
A=1,m=3,z=-=: —— =1-In(2)-Z-+=Z(3). (Vgl433.4))
2 r§8m3[ﬂ2n+1) g 24 8 e

Anmerkungen

1) Die Formeln folgen auch aus der Partialbruchegung der Summanden.
So sind zum Beispiel fur die dritte bzw. viéroemel folgende Zerlegungen geeignet:

1 1 1 1 1 1 1
= - - bzw. =

= = + )
4m?ffon-1) 2M-1 20 gm? 4m?ffon-1) sm3fan-1) sm3

11 _ 2
2n-1 2n+1 4p2-1’

2) Subtrahiert man die 5. von der 4. Formel unddbeet

so ergibt sich die Entwicklun@( ) 8[ﬂn
n= 1 n [ﬁéln —1)

Mit 3 Summanden wird eine Genauigkeit erreiafig, mit 35 ing(3) = Zis :
n=1N
BeiKoecher S. 51f findet man numerisch weit effektivere Fnrfiir {(3).
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2) Setzt man irf40a) z:= 7% bzw. z:= (—1)&2, sogiltfurm=1,2,...

szh m-1
(40c) nZ:l nzmh 2" 2&2 [1- 7z[2ot(r72)] - |<Z=%)Z(2(k +1))z?% (2%+n)
,2in -
(40d) Z_:l v 2, 2 2&2 [ zeoth(rr2)-1] - Z (2(k +2))z*™ (z#xin).

Einige spezielle Summenformeln:

Aus (40c)und(40d) erhalt man fuim=21 und m= 2

iizg 1 -1 [ﬁ—iﬁz—ﬂ&@ot(ﬂz)ﬂ} (z#xn)

“~n? n?-722 2ot 3

00 4
1.1 _ 1 1 a7 4 n o
Y 05— = [% A n&[bot(nz)+l} (z#%n)

Zizg t _ 1 é&z—ﬂﬁﬁotf‘(ﬂz)+l} (z#+in)

00 [ _4
Z%D; = 16 Z—SDz“ ”2&2+nEzEbotr(nz) (z#in)
n=inN° n°+z° 20%

Anmerkung: Fur reelle = x>1 kann der Faktocotl‘(n&) =1 vernachlassigt werden.
VglApelblat S. 245/246 .

Setzt man in den beiden ersten Formelk +1/2 bzw. z=k+1/4 , k=0,+1+2,..., so
folgt

ii 2k+1)2 __ 2

2 (2n)2-(2k+1)? (2k+1)2 6

iim (ek+1* _ 8 _ om” At

“=int (2n)?-(2k+1)? (2k+1)* 3rf2k+1)? 90

iim (4k+1* _ 8  2mr _n*

aoin® (an)-(ak+1)?  (ak+1) 4k+l 6

iim (4k+1® _ 128 32 _ 8m* _n*
=it (an)?-(ak+2)?  (ak+1)* (ak+1)° 3fak+1)? 90
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7.5. Partialsumme und Restglied einer Bildfunktion
7.5.1. Beispiel

LAst man die Beziehun@0) aus7.4.4. nach der Bildfunktion- Qo(z,A) auf, so entsteht eine
Darstellung der Bildfunktion mittels PartialsummeduRestglied

m

52 = Fnla)* R

Z¥% n", A>1 ,m=1.2...

m- 00
(40%) -Qp(z.4 :Z (A dk+1))z Z
k=0 n=1

Die Bildfunktion ist durch die Potenzreiti?{z) = lim Py(z) fiir diejenigenz darstellbar,

m- o
fur die das Restglie®R,,(z) — 0 geht.
z'rn | 4"
Fur 4> 1und|Z <1 gilt Z m v DZ e f(A0m) - 0,
n=1 N ‘ n=11 | ~7

denn?(A n) - 1 fur festes? .

Also gilt (in Erganzung zu den Reihen aus2.)

(40e) i (Adk+1))Z* =¢(1)+¢(22) 2+ (3A)Z? +..=-Qy(z,1) A>1,|7<L.
k=0

7.5.2. Ausblick

Hier deutet sich ein Weg an, einer Orlglnalrelhef Zak " die zugehorige
k=0
Bildfunktion F, (z)=Z, ,{ f(2)} zu ermitteln, wenn es gelingt, fiir eine Partialswen
m-1
= > (A k+ )2y ¢ eine SummenformeRy(z) = F, ,(2)+ Ry(2) aufzustellen
k=0
mit lim Ry(z)=0.

m — oo
Im obigen Beispiel wurde dafur auf die entsprecleedrstellung der Originalfunktion

m-1
= a X = f(2)+rn(2), rm(2) - 0, der prinzipielle Ansatz.1. angewendet!

m

m-1
Denn der Ansatz.4.4. hat (fir z = q) genau diese Formy_ z¥ :1i+ . Z_=t(2)+r(2).
-z 1-2
k=1
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Inwiefern auch der differentielle Zusammenhaﬁgsk )=¢(k + ) F ®)(0) zwischen

den entsprechenden Taylorkoeffizienten ( einschdie®ler Restglieder! ) weitere Einsichten
bringt, ware zu untersuchen.

7.5.3. Ein weiteres Beispiel; Anmerkung zu den Bern  oullischen Zahlen

Die Entwicklung(40d) in 7.4.4. hat nach Multiplikation mitz? die Form

(0= 3 )z = Lo -1+ 3 2™ _e)iRr, ()
=] 2 S nP™ n?+ 72

mit der Restgliedabschatzung fidr<1,m - «

Z|2m+2

Rul2) <" ﬁ :

n=1 N n“ + 22‘ ‘1+ i

|Z|2m+‘2 W(Zm) g

00

Also gilt F(z)= kZ:Zl(—l)I<+1 7 (2k) 32K =%(ﬂ§ [eoth(7z)-1) .

Das ist die it.4.2. aufgestellte (und auch fir= +1 gultige) Bildreihe(6) !

Anmerkung
Mit der Substitutionz := ZL erhalt (6) die Form
Vg

i(_l)kﬂgmmﬂ 2@ ’{zj_ :%EE 2 +1}_1: u +%_1 bz,

= (2m)?K el -1 e -1

m+ Z( )"*192ﬂm2" c1- 1 2B e 2@@) ga,

ei-1 (2)%K 2 (2nf? (2m)*

g(u):=

Laut Definition istg(u) die erzeugende Funktion der Bernoullischen Zahlen

ZBkmk Bo+Blm+Bz %m3+%m4+

Der Koeffizientenvergleich liefert die Beziehungen

PR | _ Bo _ (k1 2L(2K)
Bo=1, B =-5 . Byx =0  und (2k)!_( 1) E‘W :

Da dieB, aus dem Produkt der Potenzreihgfu) 3—— ( ) =1 rekursiv (durch rationale

Operationen) ermittelt werden kénnen, sind d( ) bekannt. (ELER.)
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