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Einige Reihen, deren Glieder Werte der Zetafunktion enthalten  

Die Zusammenstellung enthält Reihen, die nach einem einheitlichen Prinzip ermittelt wurden. 
Dieses ist in folgendem Artikel ausführlich dargelegt: 

Gerhard Strey  „ Reihen aus Werten der Riemannschen Zetafunktion“   

 
 

1. Verwendete Funktionen und Grenzwerte     

 

CzR,,,,y,x,Nm,n,k ∈∈∈ µλβα  

 

Binomialkoeffizient   
( ) ( )∏

−

=

+−⋅⋅−⋅=
+
−=








1

0

11

1

n

k
!k

nx...xx

k

kx
n
x  

 
Riemannsche Zetafunktion  
  

 ∑
∞

=

=
1

1

n
xn

)x(ζ    x > 1     ,    














−
−=

−

=
∞→ ∑ x

m

n
lim)x(

xm

n
xm 1

1 1

1

ζ     0 < x <1  

 

Euler-Konstante   .....)mln(
n

lim
m

n
m

57721566490
1

1

=













−= ∑

=
∞→

γ  

 
Hurwitzsche Zetafunktion 
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2. Prinzipieller Ansatz zur Reihenentwicklung 
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3. Zusammenstellung der Reihen  
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3.4.*  Eine geometrische Deutung des Grenzwertes ηηηη2222 
  
Siehe Pólya/Szegö  Aufgaben und Lehrsätze aus der Analysis  Band 1, III. Abschnitt, Aufgabe 42. 
 

Die Punktfolge  )m(
n

i
z,z

m

n

m 111
1

1
1 >








+== ∏

−

=

  bildet einen Streckenzug in der komplexen 

Ebene, der sich in seinem Verlauf einer verallgemeinerten Archimedischen Spirale annähert.  
 

 Die Spirale  ( ) ( )02

1
rr +⋅= ϕϕ    mit  







−=
2

1
20 ζηr   approximiert den Streckenzug  zm . 

 

( )
...,

n
arctanmlim

k

k
r

m

nmk

k
157782

1
2

2

12

12

1

11
0 =














−⋅=




 −⋅
−

−= ∑∑
=∞→

∞

=
ζ    

 
 
Der Streckenzug läßt sich iterativ konstruieren: 
Man trägt jeweils im Punkt zm-1 senkrecht  auf rm-1 die Strecke 1 ab und erhält  zm . 
 

 

√1 
1 

1 

1 

√2 

√3 
√4 

z1 

z2 

z3 

z4 

           

.

 
 
Für den m-ten Punkt gilt: 
  

( ) ( ) ∞→→−+⋅=−== ∑
−

=
mmrrr,

n
arctan,mr mmm

m

n
mm für0

2

11
0

1

1

ϕϕϕ  .  

 
Der Windungsabstand beträgt ( ) ( ) πϕπϕ =−+ rr 2 . 
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3.5.  Ausgangsreihe  ( ) ( )αα
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k
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






= ∑

∞

=
1

0

 0≠α , reell 

 
Diese Reihe ist für positives ganzzahliges α = m und beliebigem  z eine endliche Summe. 
Für m≠α  ist die Reihe absolut konvergent  für 1<z und  falls 0>α  auch für  1=z  .   

Man beachte, dass stets der Hauptwert der Potenz ( ) ( )zlnezf +⋅= 1α  gemeint ist. 
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(21c) 
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Für  3≤y ,  21
2

1
yr +⋅= , ( )yarctan=ϕ    erfüllen  ( ) ieriyz ⋅−⋅=⋅−= ϕ1

2

1
 

und ierzz ⋅⋅==− ϕ1  die Bedingungen 111 ≤−≤ z,z . 
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Jeweils für 10 << α  , 3≤y   mit 21
2

1
yr +⋅= und ( )yarctan=ϕ . 
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Das ist die n-te Ableitung von (9*).  
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∞

=
∑ ...

k
k

k
k

k   

 

(26b) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
90

7
8

2

7
3
6

2

6
3
5

2

5
3
4

2

1
31

4

4322
4

πζζζζ ⋅−=+−⋅





+⋅






−⋅






=+⋅






⋅− −

∞

=
∑ ...

kk
k

k

k  

 
 

(27) ( ) ( )[ ]
( )ββζβ

z
zzk

k
k kk

k −
=−−⋅+⋅







 +−∑
∞

= 1

1
11

1

  ,  111 <−< z,z ,  0>β  

 
 

(27a) 
( ) ( ) ( ) ( ) ββζββζββζββζβ

2
4

5
5

4

4

3
3

2
1

4

12
12

2
21

0

=++⋅






 +++⋅






 +++⋅=++⋅







+
+∑

∞

=
...

k
k
k

k
k

 

 
 
 

(27#)  ( ) ( )[ ] ( ) ( )[ ]βϕβϕβζβ βϕϕ ⋅⋅+⋅⋅=−−⋅⋅+⋅






 +− −⋅⋅−⋅⋅
∞

=
∑ sinicosreerk

k
k ikkikk

k

11

1

 

 

(28) ( ) ( ) ( )ϕβϕβζβ β ⋅⋅⋅=⋅⋅⋅+⋅






 +− −
∞

=
∑ sinrksinrk

k
k k

k
2

1
22

2
12 2

1

 

 

(29) ( ) ( )( ) ( )ϕβϕβζβ β ⋅⋅⋅=⋅−⋅⋅+−⋅







−

+− −−
∞

=
∑ cosrkcosrk

k
k k

k
2

1
1212

12
22 12

1

 

 

Jeweils für β<0  , 3<y   mit 21
2

1
yr +⋅= und ( )yarctan=ϕ . 
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(28a) 
( )








 ⋅⋅=






 ⋅⋅+⋅






 +−
−

∞

=
∑ 4

2
22

2
2
12

1
1

πβπβζβ β sinksin
k

k
k

k
k

 

 

(29a) 
( ) ( ) 







 ⋅⋅=






 ⋅−⋅+−⋅







−

+− −
−

∞

=
∑ 4

2
4

12
2

12
12

22 1
1

1

πβπβζβ β coskcos
k

k
k

k
k

  

 

(28b) 
( )








 ⋅⋅⋅=






 ⋅⋅+⋅






 +−∑
∞

= 6
3

2

1

33

2
2
12

1

πβπβζβ β sinksin
k

k
k

k
k

 

 

(29b) 
( ) ( ) 







 ⋅⋅⋅=






 ⋅−⋅+−⋅







−

+− −
∞

=
∑ 6

3
2

1

6
12

3

12
12

22 1

1

πβπβζβ β coskcos
k

k
k

k
k

 

 
 

(28c)  
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

1
4

23

4

19

4

15

4

11

4

7

4

3
543210

=+−+−+− ...
ζζζζζζ

 

 

(28d)  
( ) ( ) ( ) ( ) ( )

1
2

20
19

2

16
15

2

12
11

2

8
7

2

4
3

97531
=+−⋅+⋅−+⋅−⋅ ...

ζζζζζ
 

 

(29c)  
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

1
2

14

2

12

2

10

2

8

2

6

2

4

2

2
6543210

=−−++−−++−− ...
ζζζζζζζ

 

 

(29d)  
( ) ( ) ( ) ( ) ( )

0
2

11
10

2

9
8

2

7
6

2

5
4

2

3
2

43210
=++−−⋅+⋅+⋅−⋅−⋅ ...

ζζζζζ
        

 
 
 

3.6.  Ausgangsreihe  ( ) ( )∑
∞

=
=⋅=

0 !

1

k

k zexpz
k

zf    , Cz∈  

 
Darstellungen der Reihen mittels anderer Summen. 
 

(E1) ( ) ( ) ( ) ( ) ∑∑
∞

=

∞

=








−−







=+⋅⋅+⋅⋅=⋅⋅=
1

32

2
1 13

!3

1
2

!2

1

!

1
:

n

k

k n

z

n

z
exp...zzzk

k
zes ζζζ  

 

(E2) ( ) ( ) ∑∑
∞

=

∞

=








−







=⋅+⋅⋅=

11
2

11
1

!

1
:

n

k

k nn

z
exp

n
zk

k
zes λλζ  0>λ  

 

(E3) ( ) ( ) ∑∑
∞

=

∞

=
















=⋅+⋅⋅=

10
3

1

!

1
:

n

k

k n

z
exp

n
zk

k
zes λµµλζ  0>λ ,  1>µ  
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Durch beidseitige Integration der Gleichungen (E1), (E2), (E3) mittels ( ) dzziese x

z

∫
∞ −

⋅
0

folgt 

für  10 << x , 0>λ ,  1>µ   
 

(32) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )∑∑
∞

=

∞

= −
⋅=+⋅+⋅+⋅=⋅

1

2
432

2

1
432

n

k

k xn

x

n
...xxxxk ζζζζ     

 

(33) ( ) ( ) ( ) ∑∑
∞

=

+
∞

= −
⋅=+⋅++⋅+=⋅+⋅

1

2
321

1

1
1211

n

k

k xn

x

n
...xxxk λλζλζλζ    

 

(34) ( ) ( ) ( ) ( )
xn

x

n
...xxxxk

n

k

k −
=+⋅++⋅++⋅=⋅+⋅ ∑∑

∞

=
−

+
∞

=
λλµµλζµλζµζµλζ

1

321

0

1
2  

 
 

3.7.  Ausgangsreihen  ( ) ( )
( ) ( ) ( )

( )∑ ∑
∞

=

∞

=

+ ⋅−=⋅
+

−=
0 0

212

!2

1

!12

1

k k

k
k

k
k

z
k

zcos,z
k

zsin      Cz∈  

 
Darstellungen der Reihen mittels anderer Summen.  
 

(C1) ( ) ( )
( ) ( ) ∑∑

∞

=

⋅
∞

=







 −






=⋅⋅⋅
⋅

−=
1

2

1
1 12

!2

1
:

n

k

k

k

n

z
coszk

k
zcs ζ  

 

(C2) ( ) ( )
( ) ( ) ∑∑

∞

=

⋅
∞

=








−






⋅=⋅+⋅⋅⋅
⋅

−=
1

2

1
2

11
12

!2

1
:

n

k

k

k

nn

z
cos

n
zk

k
zcs λλζ  , 0>λ  

 

(C3) ( ) ( )
( ) ( ) ∑∑

∞

=

⋅
∞

=















=⋅+⋅⋅⋅
⋅

−=
1

2

0
3

1
2

!2

1
:

n

k

k

k

n

z
cos

n
zk

k
zcs λµµλζ  0>λ , 1>µ  

 
 

(S1) ( ) ( )
( ) ( ) ∑∑

∞

=

+⋅
∞

=







 −






=⋅+⋅⋅
+⋅

−=
1

12

1
1 12

!12

1
:

n

k

k

k

n

z

n

z
sinzk

k
zss ζ  

 

(S3) ( ) ( )
( ) ( )( ) ∑∑

∞

=

+⋅
∞

=















⋅=⋅++⋅⋅⋅
+⋅

−=
1

12

0
3

1
12

!12

1
:

n

k

k

k

n

z
sin

n
zk

k
zss λµµλζ , 0>λ , 1≥µ  

 

Durch beidseitige Integrationen mittels ( ) dzzicse x

z

∫
∞ −

⋅
0

 bzw. ( ) dzzisse x

z

∫
∞ −

⋅
0

 folgen  

für  10 << x , 0>λ ,  1>µ   die Beziehungen 
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(35) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ∑∑
∞

=

⋅
∞

=

+

+
=+−⋅+⋅−⋅=⋅⋅−

1
22

2
6422

1

1 64221
n

k

k

k

xn

x
...xxxxk ζζζζ    

 

(36) ( ) ( ) ( ) ( ) ∑∑
∞

=

⋅
∞

=

+

+
⋅=−+⋅+−⋅+=⋅+⋅−

1
22

2
422

1

1 1
1412121

n

k

k

k

xn

x

n
...xxxk λλζλζλζ  

 

(37) ( ) ( ) ( ) ( ) ∑∑
∞

=
−

+⋅
∞

= +
=−+⋅+−⋅=⋅+⋅−

1
222

312

0

1
221

n

k

k

k

xn

x

n
...xxxk λλµµλζµζµλζ   

 

(38) ( ) ( ) ( ) ( ) ∑∑
∞

=

+⋅
∞

=

+

+
⋅=−+⋅−⋅=⋅+−

1
22

3
5312

1

1 1
53121

n

k

k

k

xn

x

n
...xxxk ζζζ  

 

(39) ( ) ( )( ) ( ) ( ) =−+⋅+−⋅+=⋅++⋅− +⋅
∞

=
∑ ...xxxk k

k

k 312

0

3121 µλζµλζµλζ   

           ∑
∞

=
− +

=
1

22

1

n xn

x

n λλµ  , ( 1≥µ ) 

 
 
3.8.  Endliche Summen mit Zetawerten { } 0zfür   gültigjedoch 0 →−∈ ,Cz  
 

(40) ( )( ) k
m

kn

m

n
m

zk
znzn

z

n
⋅+⋅−

−
=

−
⋅ ∑∑∑

−

=

∞

=

∞

=
⋅

1

011

1
11 λζλλλ      λnz ≠ ,  1>λ  , ...,,m 21=   

 

Für 1=m vereinfacht sich  (40)  zu ( )∑
∞

=
=

1

1

n n
λζλ . 

 

(40a) ( ) ( )( ) k
m

k

m

n
m

zkzcot
zzzn

z

n
⋅+⋅−







 ⋅⋅−=
−

⋅ ∑∑
−

=

∞

=
⋅

1

0
2

1
2

12
1

2

11 ζππ
     

λnz ≠ , 2=λ , ...,,m 21=  

(40b) ( ) ( ) k
m

k

m

n
m

zkz
zn

z

n
⋅+−−−−=

−
⋅ ∑∑

−

=

∞

=

1

11

11
1 ζγψ     nz ≠  ,   ...,,m 32=    

 

(40c) ( )[ ] ( )( ) k
m

k

m

n
m

zkzcotz
zzn

z

n

⋅
−

=

⋅∞

=
⋅ ⋅+−⋅−

⋅
=

−
⋅ ∑∑ 2

1

0
222

2

1
2

121
2

11 ζππ  nz ±≠ , ...,,m 21=  

 

(40d) 
( ) ( )[ ] ( ) ( )( ) k

m

k

k
m

n
m

m
zkzcothz

zzn

z

n

⋅
−

=

⋅∞

=
⋅ ⋅+⋅−−−⋅

⋅
=

+
⋅−

∑∑ 2
1

0
222

2

1
2

1211
2

11 ζππ  

         niz ⋅±≠ ,    ...,,m 21=  
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Mit ausgewählten Werten für z,m,λ  und ( ) ( )
90

4
6

2
42 πζπζ == ,   entstehen die speziellen 

Summenformeln:  
 

 ( )
6

222
)14(

1 2

1
22

πζ −=−=
−⋅

∑
∞

=n nn
  ,         

242
2

)116(4

1 2

1
22

ππ −−=
−⋅

∑
∞

=n nn
     

 

( )
( )

24
2

124

1 2

1
2

π−=
−⋅⋅

∑
∞

=
ln

nnn

             ,     
( )

( ) ( )3
8

1

24
2

128

1 2

1
3

ζπ ⋅−−=
−⋅⋅

∑
∞

=
ln

nnn

                  

 

( )
( ) ( )3

8

1

24
21

128

1 2

1
3

ζπ ⋅+−−=
+⋅⋅

∑
∞

=
ln

nnn

  ,   ( ) ( ) ∑
∞

= −⋅
−−⋅=

1
23 )14(

1
4283

n nn
lnζ  

 

( )











+⋅⋅−⋅−⋅

⋅
=

−
⋅∑

∞

=
1

32

111 2
2

422
1

2
zcotzz

zznnn

πππ
 ,  nz ±≠   

 

( )











+⋅⋅−⋅−⋅−⋅

⋅
=

−
⋅∑

∞

=
1

3452

111 2
2

4
4

622
1

4
zcotzzz

zznnn

ππππ
  ,   nz ±≠   

 

( )











+⋅⋅−⋅

⋅
=

+
⋅∑

∞

=
1

32

111 2
2

422
1

2
zcothzz

zznnn

πππ
  ,   niz ⋅±≠   

 

( )











−⋅⋅+⋅−⋅

⋅
=

+
⋅∑

∞

=
1

3452

111 2
2

4
4

622
1

4
zcothzzz

zznnn

ππππ
   ,   niz ⋅±≠   

 
Mit ,...,,k 210 ±±=  gilt schließlich 
 

( )
( ) ( ) ( ) 612

2

122

121 2

222

2

1
2

π−
+

=
+−

+⋅∑
∞

= kkn

k

nn

 

 

( )
( ) ( ) ( ) ( ) 90123

2

12

8

122

121 4

2

2

422

2

1
4

ππ −
+⋅

⋅−
+

=
+−

+⋅∑
∞

= kkkn

k

nn

 

 

( )
( ) ( ) ( ) 614

2

14

8

144

141 2

222

2

1
2

ππ −
+

⋅−
+

=
+−

+⋅∑
∞

= kkkn

k

nn

 

 

( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) 90143

8

14

32

14

128

144

141 4

2

2

3422

2

1
4

πππ −
+⋅

⋅−
+

⋅−
+

=
+−

+⋅∑
∞

= kkkkn

k

nn

. 
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4.*  Das Weierstraß-Produkt ( )λz,P0  
 
4.1.  Bedeutung der Funktion ( )λz,P0  
 
Viele der behandelten Reihen lassen sich mit der Funktion ( )λz,P0  (bzw. artverwandten 

Funktionen) darstellen. 
 

( )







∞

=
⋅






 −= ∏
λ

λ
λ

λ
,

n

z
s

n

e
n

z
,zP

1
0 1:     ,    

[ ]
∑

−

=







⋅=







1

1

1
:

λ

λλ λ
k

k

n

z

k
,

n

z
s ,   0>λ . 

 
 

So gilt z. B. für  { } [ ] 11 1
0 +=>⋅= −λλ kkmink  

 

( ) ( )λλζ ,zPlnzk
k

k

kk
0

0

1 −=⋅⋅⋅∑
∞

=
   ,  ( ) ( )

( ) ( )λ
λ
λλζ ,zQz

,zP

,zP
zzk k

kk
0

0

0

0

⋅−=
′

⋅−=⋅⋅∑
∞

=
 , 

und für  ( ){ } 1
2

1
1120 +






⋅
+=>+⋅⋅=
λ

λλ kkmink  folgt 

( )[ ] ( )
( )λ

λλζ
,zP

,zP
lnz

k

k

kk

k

0

012

2

1

12

12

0

−
⋅=⋅

−
−⋅

∑
∞

=

−⋅    bzw.    

( ) ( )[ ] ( )
( )λ

λλζ
,ziP

,ziP
ln

i
z

k

k

kk

k
k

⋅
⋅−

⋅
⋅

=⋅
−

−⋅−
∑
∞

=

−⋅
−

0

012
1

2

1

12

121

0

. 

Es gilt aber auch u. a.   ( ) ( )( )
zn

z

n
zk,zQ

m

n
m

k
m

k −
⋅+⋅+⋅=− ∑∑

∞

=
⋅

−

=
λλλζλ

1

1

0
0

1
1  ,  1>λ . 

 
 
4.2.  Einige Eigenschaften von ( )λz,P0  

 
(1)   Für 1>λ   gilt    
 

 ( ) ( )∑∏
∞

=

∞

=
⋅⋅−+=







 −=
11

0 111
k

k
k

k

n

za
n

z
,zP λλ  mit  

( )∑
∞<<<<≤ ⋅⋅⋅

=
ki...ii k

k
i...ii

a

211 21

1
λ . 

 

 Speziell  ist  
( ) ( )!12

1 2

1
2

2121
+⋅

=
⋅⋅⋅

⋅

∞<<<<≤
∑ ki...ii

k

i...ii kk

π
. 

 
 

(2)   Für 1=λ   gilt ( ) ( )z

e
e

n

z
,zP

z
n

z

n
−Γ

=⋅






 −=
⋅∞

=
∏ 1

11
1

0

γ
     (Weierstraß) 
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(3)   Für 0>λ   gilt ( ) ( ) ( )λλλ ⋅=⋅− 22
000 ,zP,zP,zP  

 

(4)   ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
z

zsin

n

z
,zP,zP,zP

zz
n

⋅
⋅=












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