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1. Definition der Eikurven

Im Folgenden bezeichnen wir éskurven Ek(n)oder Ovoide jene ebenen Kurven, die in
Polarkoordinaten durch die Gleichung
Ekn) r=Aos(#) mit A>0;n=0123; -

<<

(1)

NN
NN

beschrieben werden.
In kartesischen Koordinaten

x=rtodp) = @os™(p) , y=r&in(g)= 1o (4)Bin(p) 2)

erhalten wir die Gleichung

(X2 + yz)n+1 =" mit 0sx<A. 3)

Fir ungerades = 2[m-1 vereinfacht sich diese Gleichung z()(2 + yz)m =X,

Die Bilder einiger Kurven erklaren die gewahlte Benung als Eikurven. Speziell dik(3)
vermittelt den Eindruck einer Kurve, die bei Ratatium die x-Achse einen eiférmigen
Korper erzeugt.

Ek(1) Ek(2) Ek(3) EKO)  Ek@)  EK(

Ek(1) ist der Kreis (x=A/2)* +y? =(4/2)° mit dem Mittelpunkt M (4/2;0) und dem
Radiusr = A/2. Ek(0)ist der Halbkreis um den Ursprung mit dem Radigs/ .

In der Fachliteratur existiert keine einheitlichezZgichnung dieser Kurven. IVEITNER" nennt dieEk(n) mit
beliebig ganzzahligenm (!) Multiplikatrixkurven und mit Hinweis auf weitere Autoren z.B. digk(2) als
Doppeleilinie die Ek(3) als Einblatt bzw. Folium simple, Ovoidedereigentliches OvalDie von ihm erwahnte
Verwendung deEk(3) durch KEpPLERzuUr Beschreibung von Planetenbahnen wird VXD bestritten, so dass
die Ek(3) auch manchmafalsches Kepler-Egenannt wird. Wir beziehen uns auEIGERT’, wo die Ek(3)
einschlie3lich einer Konstruktionsvorschrift beseben und al&ikurve = Ovalbezeichnet wird.

! WIELEITNER: Spezielle ebene Kurven, Leipzig 1908
2 FLADT: Das Keplersche Ei, Elemente der Mathematik Bd.1P6§) Heft 4
% GELLERT/K ASTNER/NEUBERT. Lexikon der Mathematik, Leipzig 1977
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Um die Bezeichnun@vale zu vermeiden, verwenden wir alternativ fur &ie(n) die Bezeichnungvoideund
folgen damit FSCHER, der dieEk(3) als dagOvoidbezeichnet.

In der Regel wird namlich der Termin@val als Oberbegriff verwendet, der eine Vielzahl géssdener
Kurven umfasst. NAS/SCHMID® nennen ein konvexes topologisches Kreishiehl und geschlossene konvexe
Kurven Eilinien. Ahnlich werden die Eilinien und das Oval auch B&HEN/BRUHN® (unter zusatzlichen
Krimmungsforderungenjlefiniert. In der V\klPEDlA-Enzyhopadié wird eine geschlossene, zweimal stetig
differenzierbare, konvexe ebene Kurve Bifinie = Eikurve = Oval bezeichnet. Der Artikel ,Oval* enthalt
weitere einschlagige Links. So wird u. a. aufRIHUN/RENNERT verwiesen, die den von uns verwendeten
Begriff Ei-Kurve auf einen ebenen Schnitt mit einem ,hyperbolisclikagel“ anwenden, Ubrigens unter
Bezugnahme auf das ,wahre* Kepler-Ei, das nichtek)ist, die KEPLERNnach EADT auch nicht benutzte.

Umfangreiche Informationen zu Kurven im Umfeld d&(n) bietet die Webseite OLFRAM MATHWORLD®
zum Beispielnter ,Folium®.

Die Ek(n) sind laut Definition (1) symmetrisch zur x-Ach&piegeln wir die Kurven an der
y-Achse und flgen das Spiegelbild zur Kurve hingo, kann die Beschrankung des
Winkelbereiches aufgehoben werden. Fir dieeswmeiterten EikurvenEK(n) lauten die
Gleichungen in Polarkoordinaten bzw. kartesischearlinaten

EK(n) I’2=/]2E:032m(¢) —0< P <+, (X2+y2)n+l:AZD(Zm —A<x<A (4)

und erfillen die Symmetrie- bzw. Periodizitatsbbaiggen
r(@)=r(-¢)=r(r-¢)=rlg+2mn). (5)

FUr gerade Exponentamn=2[m gilt EK(2m) = Ek(2m) . Die KurvenEk(2m), m>Chaben im

UrsprungO keinen Schnittpunkt, sondern die Kurvenpunkte lliatgfen mit wachsendem
die Kurven in der Reihenfolge der Quadranten | —Desen Verlauf ibernehmen wir fur alle
EK(n).

2. Konstruktionen, Verallgemeinerungen

Die Eikurven kdnnen konstruktiv auf verschiedenad#&'eind nicht immer einheitlich erzeugt
werden, abhangig von dem Kontext, wie zum Beisp@&|WELEITNER nachzulesen ist, wo
auch dessen Bezeichnung &(n) als Multiplikatrixkurven erklart wird. Wir verwergh die
aus der Definitionsgleichung (1) hervorgehende @thbhe Konstruktionsvorschrift.

Aus einer gegeben KunieX(n) werdenEK(n+1) undEK(n+2) wie folgt konstruiert:
Schritt 1. Von dem Punk® auf EK(n) wird das Lot/ auf die x-Achse geféllt mit dem
FuRpunkiQ. Dann ist nach (20Q = x = A [¢os*(¢) .

Schritt 2.  UmO wird der Kreisbogerb mit dem RadiusOQ geschlagen und miOP
geschnitten. Der Schnittpunig* ist ein Punkt deEK(n+1).

Schritt 3. Von Punkt Q wird das Ladtauf OP gefallt. Dann ist der Ful3puni®* * wegen
OP* * = x[tod@) = A [€0S2(@) ein Punkt deEK(n+2).

* FISCHER Ebene algebraische Kurven, Braunschweig 1994

®> NAAS/SCHMID: Mathematisches Warterbuch, Leipzig 1961

® ATHEN/BRUHN: Lexikon der Schulmathematik, Augsburg 1994

"Oval - Wikipedia, http://de.wikipedia.org/w/indpkp?title=Oval&printable=yes

8 HARTHUN/RENNERT: ,Die Ei-Kurve als Schnitt des ..* , http://www.plor.at/Resources/Ei_-Kurve_plus.pdf
° http://mathworld.wolfram.com/Folium.html
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Konstruktion der Eikurven

Die Schritte 1+2 nennen wir dleot-
Bogen-Konstruktion(/b) und die
Schritte 1+3 entsprechembppellot-

Konstruktion(/d).

Die Schritte kbnnen auch voR**
oder P* nach P ausgefuhrt werden.
Wir bezeichnen diesdickfihrenden

Konstruktionen mitd/) und @7).

0O Q

POEK(n) = P'OEK(n+1), P OEK(n+2)

Durch die ruckfihrenden Konstruktionen werden ,Edan“ Ek(n) mit n < O erzeugt, die
nicht mehr geschlossen sind. So liefern beispiatavdie (I/)-Konstruktion au€k(1) und
die (b/)-Konstruktion ausEk(0) die Geradék(-1) mit r =A/cod@) bzw x =/ . Die Ek(-2)
nennt WELEITNER kubische Duplikatrixweil sie der graphischen Wiurfelverdopplung dient.

Die Lot-Bogen- und Doppellot-Konstruktionen konnauf beliebige ebene Kurven und fur
beliebige Lagen der Bezugsaclgsend des Ursprundg® angewendet werden!

Sind Og und g = x ein Polarkoordinatensystem, dann erhalten wiZdierdnungen

(o) r=r(g) = r=r(g)odg) (7): r=r(p) = r=r(p)cos(s) (6)

Ist die Kurve z. B. ein Kreis mit dem Mittelpunktifader x-Achseund O auf der Peripherie,
so entstehen durch wiederholte Doppellotkonstraktiee Ek(2m-1) Verschieben wilO in
den Kreismittelpunkt, so erhalten wir dig(2m) Verlegen wir die x-Achse mit Ursprur{@

auf die (untere) Peripherie des Kreises, so dritdie Doppellotkurver = A Bin(¢)@:o§(¢) :
Das Kurvenbild wird (geradegweiblattgenannt.

DoppeleilinieEK(2) Duplikatrix Ek(-2) Zweiblatt
//// \,‘\ | - ~
/ FA RN / E
/ f— N /
m / i\\ i \ \J rl,l;
U / /‘ \
\ / | \ i
\ / - CN | £ ) f
AN / ‘ S\ Va zJ/
N - | )
A 7l .
r=Akos(@), 0<p<2m r=—>r—, |#/<= r=ABinl@)tos(@), O<sp<rT
(¢). 0<¢ o2lg) 17=3 (¢)reos(p), 0< ¢

Der Herstellung weiterer Kurven sind keine Grengelsetzﬁ Unsere Betrachtungen werden sich jedoch auf
Eikurven mit positiverm beschranken, wobei das Interesse insbesondereldssischerDvoid Ek(3) und der
ErweiterungeK(3) gilt.

# Siehe JKOLLER: Eilinie und Ovale, http://www.mathematische-b&stn.de
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3. Kurvenlangen, Flacheninhalte, Volumina

3.1. Kurvenumfang der Eikurven

Die Berechnung des Kurvenumfarigé) der EikurveEk(n) r = A [¢0S' (¢) ,n>0 fuhrt
auf das Integral

= 2[j0 : r2 +(§—;Td¢ = ZEL ’;w [0g" (g) + 12 (h? cod™%(g) Bird(p) dg
=2 Efcos"l(qﬁ)DVl— [L-Yn*)ieos (¢)dg

7l
das nach der Substitution vog — @ fiur ¢ folgende Form erhalt:

1
- (7)

n

U(n):Z/lmqgsin”'l(¢)Q/1—k2E$in2(¢)d¢ K =1-

Dieses Integral ist nicht mehr fur jedeslementar I6sbar. Wir werden uns spater ausfihrlic
der Berechnung von Kurvenlangen zuwenden. HierHvésken wir uns auh = 1,2,3.

u()=24 qzﬁd¢ =mA, Kreisumfang des Kreises mit dem Durchmesser
0

4’“;" sin(g),/1- E'kln ?(¢) dg = 44 [J‘zsm {/1+3cos(4) dg
=-21 qo 1+303% dz=2A [Ef[éz 113+ 7° +%@rsink(\/§ Q)ﬂ

1
=| 2+——Tarsinhv/3) |1 = 2760352

3 : 8
=64 Ej.zsmz(qb)EL/l— k? E$In2(¢) dg, k =§ ist einvollstandiges elliptisches
0

Integral, das auf tabellierte Integré?aurﬂckfﬂhrbar ist, (was wir spater naher ausfinren

6/‘#[1 2 EI V1 Skl?zm j Ji- sz'lsln

=2 [E—g[n)(kﬁ K (k)} A=2 [E—g 15917+ 2,5286} (A =25812 .

Naturlich lassen sich die Integrale mit geeignétesgrammen auch numerisch auswerten
oder durch Computeralgebrasysteme vereinfathen.

% Siehe z. B. AHNKE/EMDE: Tafeln héherer Funktionen, Leipzig 1948 (oderareu Tafelwerke)
1 wir verwenden MTHCAD"14und MAPLE”13.
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Die Tabelle enthalt einige numerisch ermittelte &@angswerte:

n | 1 2 3 4 5 6 7 8 9
U(n)/ A | 3,1416 2,7604 2,5812 2,4750 2,4040 2,3528 2,3141 2,2836 2,2589

Dem Bild der ineinander geschachtelten Kurven dmtren wir die Ungleichungen
niA=u@®>U@2)>U@)>...>U(n)>U((n+1)>...>2[A. (8)

Die Anschauung stiitzt sich auf den Satz, dass d#akly einer beschréankten konvexen Flache nichhétast
als der Umfang einer in ihr enthaltenen konvexeitiié. Der Beweis dafir erfolgt fiir konvexe Vielecksl
wird auf die Kurvenlangen (als Supremum aller estbeiebenen endlichen Streckenziige) erweifert.

Die untere Schrank2\ driickt aus, dass die Gerade die Kirzeste zwisolvenBunkten ist.
3.2. Flacheninhalte und Flachenschwerpunkt

Den InhaltA(n) der Eiflache deEk(n)finden wir (mit einer geeigneten Formelsammifting

_ 2 . m 1BB0.{2n-1) _,
ﬂ'Z%L “dg =4 EJ cos"(¢)dg = zmlzm[ﬁm o) O

Daraus folgt das rationale Verhaltnis der Eiflacfrer 1) zur Umkreisflachéd,eis = A(l)

_3[50...1(2n-1)
Aln)= A6 0..{2n)

5
Pymieeis und speziell A(3)=§D%mkreis. (10), (10a)

Fir die Darstellung des Verhéltnisses der Eiflazbe Flache Ay, e d€S UMschriebenen
Rechtecks ermitteln wir die Koordinaten des Extranites max(xmax,ymax>0) auf der
Ek(n)mit dem Winkel@ ... .

Aus iy(¢) d

5 d¢ £ (Aos (4)sin(p)) = 1 0s*(g) eog () - nsin*(4) = 0 folgt

1

1 2
)= 0080z -0 =0T = i an

n+1 n+1

Wegen A ek = 2 ey [ gilt mit der Abkiirzung (n ( )' I'=n E(n - 2) E(n - 4) [l.. [(1 [ 2)

'an E€1+ j Precriea), (12)

und speziell fiir deKreis und dasOvoid

A(l) = % Doﬁ?echteck(l) ) A(3) = % Eg B/§ Doﬁ?echteck(‘?’) . (123-)

A(n) ﬂth —1

4~ (en)!

12 Siehe u. a.AILOM/BOLTJIANSKI: Konvexe Figuren, Berlin 1956
13 Zum Beispiel ®RADSTEINRYSHIK: Tafel oder BONSTEIN u.a.: Taschenbuch der Mathematik
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Zu Berechnung der Koordinaten des Schwerpun@(eg, Ys > O) der oberhalb der x-Achse
liegenden halben Eiflache bendtigen wir die stagscFlachenmomente. Fir diese gilt bzgl.
der Koordinatenachsen (in Polarkoordinaten r(¢) und x(77/2) =0, x(O) =A)

_1.g0 v dxX(g) dy
M=ty i lae = 2 oy 2y, (13

Daraus folgt fur dieck(n) nach (2)

M, ()= 3, cos" (¢) i (¢) i +1) os (¢) f-sin(g)) g

2

Das Integral ist elementar [6sbar

Joeos"(0)-cos(g)-sing)ag =| 5 ¢) €2 fgf)ﬁ gerorerm

2

N

A ( ) A A
M E—li el MW= M@=
(n)= 3 g und speziell M,{1)=T2, (3 20 (14)

T

Analog finden wir mit (13),2M, (n) = % o EIZ —neos™(g)+(n +1) os"*(p)dg,

0

T g(m)
was uns auf das spezielle Integrpf cos™(¢) dg = (m |1|) Eﬁ?} fiihrt.14 (15)
0

Darin nimmt der Exponent die Wer@(2n) =1 bzw. g(2n+1) =0 an. Weiterhin setzen wir
u(m):=1-g(m). (m)!!:=m{m-2){m-4)0.. ist das in(12) benutzteProdukt, das fiir
geradean mit dem Fakto2 und fur ungerades mit dem Faktorl endet.

Mit (15) folgt M ()_fgﬁ_ng(mténgn)Jr(nﬂ) 3n+2)!!E€,_27ju(n)}

2 3n+1)!! 3n+3)!!

und nach Ausklammern gemeinsamer Faktoren

A ) TS b v 210 W
M, (n)= 39(3(nf)1)”E€Ej , speziell M (1) = an M, (3)= s (19

2M
Wir erhalten damit die Schwerpunktkoordinaten= Ay , Y= Zh’:x far die Halbflache

()= 24, (3n)icfen)t ; [é Ejg(m, ()= 21 (en)!

3 (3n+1)f2n-1)1 303n+1) (2n-1)t 77

(17)

 Dieses Integral und viele weitere interessanteirheste Integrale, Grenzwerte und Reihen etc. wemen
FHcHTENHOLZ: Differential- und Integralrechnung Band 2, Beriei71 ausfihrlich behandelt.
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Einige ausgeflihrte Beispiele:

_2A 20 12 2 20X
=2 A (272 ye(0)=

3 2040 2 3f3+1) 1 n 307

24 20@6R2E (2) 51204 20 204 2 320)
Xs(2)="- === ¥s(2)=

3 3BT 3157 30f6+1) 1B 77 6307

2/15;[3[537[9[2@[6 2\ _ 210 (4162 _ 3204
%(9)= 3 2[@ABBO0NB5 40 ys(3)= 3[@9+1) 10305
7507

AbschlieRend betrachten wir flr einige Kennwerte das Verhalten mitsemagamn — oo
Dazu bendtigen wir zwei klassische Grenzwerte

n+k
1+1 — € (EULER), p(n):: (2n)” (WALLIS) (18a,b)
(2n-1)1! r

n
R T

AQechteck(n) 4
n+l

= 2 gL LAy = Lo

n+1

(6n)rcfan) 2/ [6n@n 242
xs(2m) = 2 D(6n+1”[ﬁ4n 1)”[€—j gg[g(:%n)cg(zn)m( ) 3@/1
24 6m+3)“[ﬂ4m+2) 24 g@m+1) [4n+2 2x/§)|

2m+1)=

24 (2n) 2n
¥(n)= 3fan+1) (2n 1)ng2} 397@() (3n+1)? -0

(19)

Pmax

Furn — oo gilt

S- So{% (A, Oj

An) 1
Avearecd) 4 e
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3.3. Volumen und Oberflache der Rotationskérper vaiflachen

Rotiert die obere Halfte d@voidFlache um die x-Achse, so entsteht ein eiformigénpier,
dem dieEk(n)ihren Namen verdanken. Wir werden fir &lgn)die Korper betrachten, die
bei Rotation sowohl um die x-Achse als auch umylachse entstehen.

Die Bilder zeigen die typischen Formen am BeisgezlEk(3).

i, f..?""“

y
e

Nach der GLbiNschen Regel ist das Volumen eines Rotationskogersh dem Produkt
aus dem Inhalt der rotierenden Flache und der LdegaVeges des Flachenschwerpunktes.
Aus der Definition der Schwerpunktkoordinat@eite6)™ folgt

v, (n) :%A(n)mﬂ[ys(n) =27tM, , V,(n)= Al)(27ixs(n)=4nIM, . (20)

y

Wir setzten (14) bzw. (16) ein und erhalten

_ 4 s_ 4 | 2
V)= et sperien V.= 21, e

v, (n) = ((3& [éf_TJ an . 12den) [é’_T)u(n) v, (22)

an+l)t (2) 3 mfEn+)n (2
speziell V, (1) = é o, v, (2)= 63172 @, v, (3)= % K = 2—; Vyr (22a)

Vi =V, (1) ist das Volumen der Umkreiskugel uNg; =Vy(1) das Volumen des
umschriebenen Torus (ohne Innenradius).

Ubrigens konnei,(n) (und analodvi,(n)) auch sehr einfach in kartesischen Koordinater(Bjttelt
werden

/ 2 n+l S 2T
Vx(n):nEJ‘yzdx:nEJ‘ ALl 2 L gy= g -8 | =288,
0 0 3n+1 3 9n+3

Die kartesischen Koordinaten sind aber ungeeigmadié Integration zur Berechnung vdy(n).

% Eine geeignete Formelilbersicht flir Rotationskogmthalt z.B. RPULA: Mathematische Formelsammlung.



Eikurven - 9 -

Die x-Koordinate des Schwerpunkt&k (XK,yK =0, z =O) der Eikorper wird mit Hilfe
des auf die yz-Ebene bezogenen Moméfjtsberechnet.

, 21 3n+11 . . M,,
M ITEJ‘X dx= nq Al 33 lgx=— 2" % X = ,
vel Y Atfon +1) “ v,

33n+1 , 15 9
X (I’l):w . speziell X, (3)=£DPI und Xy (OO)ZEDH' (23)

Wenden wir uns der Berechnung der Oberflache ddirger zu. Fur Rotationskoérper gilt

A dy 2 A ﬂ 2
- q{ ay _ 2
O, —ZHEJ;y 1+(dxj dx 277E.£\/y +(y dx) _ (24)

Mit (3) y* = AL XML - x2 und der Ableitung2(y T/ = A0+ [.|2_nl o _ 20k

erhalt das Integral nach einigen Umformungen dist&e

o 2 1 0 g 2 2
O,(n)= 1 [an E_fX” Q1-tdx  mit t=TDH”+1 XL,
0

Wir trennen den Falh =1 ab und erhaltenO, ¢ = O, (1)=7A°,
o1 2 - n-1
Fir n>1 substituieren wir t unter der Beachtung vore = p~ Drl”*l E—I—lx gy und

2 —
1, vereinfachen anschlieRend den Ausdruck und eralt

t(x=0)=0, t{x=2)="

ox<n>:nm2m€

Das Integral stellt dianvollstandige Betafunktiotar (u:=1-t)

(pia): jtp‘ltﬁl ‘”dt-juq‘lEﬂl )" du (26)

1-z

j Djt“ 'Q/1-tdt. (25)

Die Oberflachenformel der Eikorper gEk(n)lautet mittels der unvollstandigen Betafunktion:

T OF 3
Ox(n): T EBkz(n;Ej , kz::1—n—12, n>1. (25a)

Das IntegraIBZ(p;q) ist nur selten (und im Zusammenhang mit der Betaikeng) tabelliert®

1% peArRSON Tables of incomplete Beta-Functions, Cambridg@é819Siehe auch Ful3note.10
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Unser Fall liefert aber eine geschlossene LosuagpB n eine nattrliche Zahl ist, lasst sich

der Integrand in (26) als Summe schreiben und el@amentegrieren. Wir fihren das mit

om+3 !

1 n-1
== u2 n [W"du= E 2 m?
a-1= aus: 47.’ j [é “'j 2m+3

erhalten die endgultlge, wenn auch sperrige Olmdéiaformel firn>1

2 <= m{n-1 1 [é 1 j 1
§: -1 E 1- 2._q_ L1
k?)" m=0( ) [é m) 2m+3 n2m3 ) k®:=1 2 (27)

und die speziellen Werte

und

Yn?

3 3 2 94 2 16 2
Ouger = O, (1) = 7%, 0,(2)= e O =S A,
313 2 . 2 10454 2 . 11 2
0.(3) =B =2 0,(4)= T A% = =~ AP,
(3)= 56( "9 ’ ) 2187t 23 (272)

Die Naherungsbriche stammen aus der Kettenbruclolthiwg der exakten Briche und sind
mindestens auf zwei Dezimalstellen genau.

Wenn dieEk(n) um die y-Achse rotiert, entsteht der oben dargesterusformige Korper,
dessen Oberflache wir mittels PolarkoordinaterP@nameterform der Formeln (2)) ermitteln

0, = 202nt{? x{g) B/x() + ¥{¢ o dp. 28)

Wir setzen X(@#) sowie die Ableitungen nactp: x(¢) = —(n+1) A [cos (#)Bin(¢) und
y(#) = A os™(p) - A o™ (#)Bin?(#) in das Integral ein, formen den Integranden um,

2

erhalten schlieRlichO, = 4770 (A’ j00§n () 51/1‘ k?@og(¢)dg mit k? =1-1/n?. Nach
0
Substitution von(n/2—¢) fur ¢ entsteht die von uns bendétigte Integralformel:

O,(n) =4 m?fsin?”(q))u/l— k? Birf(g) Mg, k2= 1—n—12. (29)

Dieses Integral gehort zum gleichen Typ wie dasklesenumfangdJ(3). Es wird ebenfalls
auf die vollstandigen elliptischen Integr&ék) undD(k) zurtickgefuhrt.

Firn = 1 ist es elementar auflbsbz{f:sinz(@g/i@q} = % Eg O,(0) =" [F. (29a)

Die Oberflache des Torus folgt auch aus decminschen Regel fiur Flachen, hier also
,Kreisumfang mal Weg des Kreismittelpunktes'O,,, s = (HDJI) (ﬂDﬂ) = (HDJI)Z.
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Furn = 3 geben wir das Ergebnis der Ruckfuhrungka{d) undD(k) an und verwenden die
genaherten Tafelwerte filk* = 8/9

O, (3) =127 71DK(k)—£DD(k)}—— 2355911 E]1592}[ﬂﬂm)2

560 180 140
= OBSerTUS'

Weitere durch numerische Integration ermitteltd@&téngswerte enthalt die folgende Tabelle

(29Db)

n 1 2 3 4 5 6 7 .0

O,(n)/(7Af |1 09049 08530 08197 0,7963 0,7787 0,7651 0,6366
=2/

Fir n — o entartet der Korper zu einer doppelseitigen Kigisfe O, (n) - 20T,

4. Elliptische und verwandte Integrale; Ellipseund Eikurve'’
4.1. Eine Rekursionsformel fur elliptische Integralund Folgerungen

Die in den Formeln (7) und (29) auftretenden Inadgysind Beispiele sogenannédiiptischer
Integraleund erhielten ihren Namen, weil sie erstmals leeiBestimmung des Umfangs der
Ellipse auftraten. Sie konnen adfei spezielle Integrale zurtickgefuhrt werden. Nur eins
dieser speziellen Integrale ist elementar l6sbard (wird deshalb auclpseudoelliptisch
genannt). Die elliptischen Integrale bilden als I&iomen der oberen Grenzg bzw. des
Modulsk eine neue, weitlaufig untersuchte Klasse nichtergarer Funktionen.

Die von uns oben benutzte Rekursionsformel beziehtauf die bestimmten Integrale

j sir d¢ 0,1,2,... ,0<k® <1, k unabhangi (30)
, N=0,1,2,... ,Us , Kunapbhangig von.
0 J1-Kk2 E'klnz 99

. . . U
Fir ¢=71/2 ergeben sich daraus diellstandigerintegrale (k)= |n(k,5). (31)

Wir differenzieren den AusdructE (@) :=sin™(p) codg) §/1-k? Bin*(¢) nach¢g und
ersetztencog (¢) durchl-sin®(¢), bringen das Ergebnis auf den gleichen Nenneneord
nach Potenzen vosin(¢) und erhalten

9 ri)- (n+3)k* min™(¢) _ (n+2)0fL+K?)sir™2(g) | (n+1)sin'(g)
dg J1-K? 3irf(¢) J1-K? 3irf(g) J1-K? &ird(g)

Beidseitige bestimmte Integration in den Grenzem @dbisg liefert die Rekursionsformel

Fl@=n+3Im 0,4k @ -+ k)0, kD ++)0nke) . (32)

7 Furdie Literatur zu diesem Abschnitt verweisen wir digf FuRnoten 14, 10, 13.
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Da F(77/2) =0 ist, folgt aus (32) fir die vollstandigen Integral
(n+3)2 4 (k) - (n+2) L +k2)a, (k) +(n+1)d, (k) =0. (33)

Damit lassen sich die Integrale mit geradem Indﬁ‘xI@(k) und I2(k) zuriickfuhren. Diese
vollstéandigen elliptischen Integrale sind uns schekannt:

. 1 sirf(¢
=14(k) = d
ol J:\/l—kzﬁinz(g}) 7 fﬁ kzrgm2 ¢' (342.0)

In der Literatur (und in Computeralgebrasystemeind im der Regel statd(k) das Integral

j J1-K? [8ir?(p) dg = f %dq&zK(k)—kzﬂD(k) (34c)

verwendetK (k) undE(K) heil3en vollstandige elliptische Integralesterund zweiter Gattung

Die Integrale mit ungeradem Index fuihren dii(Tk) und I3(k) zurick.

sin(@) sin@) 4o = 1,
I J1-K2 Bir (g J- J-K?)+ K2 cog(g) ? J-k 1-k2)+t2 K t
'1(k):%®r5im{\/llj7]:%ﬁftam(k):ﬁﬂh(%m, (35a)

I3(k) kann durchl 1(k) ersetzt werden, denn die Rekursionsformel (32)agith firn =-1,
wie man der Herleitung entnimmt, wobei der dritternand entfallt und:(iT/Z) =-1ist.

Es folgt aus (33)  200k* (k) = (L+K?), (k) - 1. (35b)
2 (36)
km+1 - 1
2 2
2. 2k
P Die Tabelle enthalt fiil 5(k) bis zu
2k +2 1
2 D- 2 K Ig(k) die Darstellungen durck (K),
4 2 5 D(K) oder (k).
3k +2k +3|1_3-k + 3
a1’ ) e Nach Bedarf kanD durchE ersetzt
' ' werden:
4 2 2
Sk +7k +8 o 4k +4 _K-E
4 4 D=—;
15k 15k Kk
15-k6+ 9-1-:4+ 9-1-:2+ 15 M— 15-k4+ 14-k2+ 15
a8’ 180 Die Formeln wurden mit MTHCAD
R R erstellt. Es bietet sich generell an, fur
43_1{'5 + 40_k4+ A0kT + 48 24.1{4 +23kT+ 24 die Numerik oder Formelmanipulation
10515 D- 105 15 K Computeralgebra-Systeme zu nutzen.
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Wir wenden die Formeln auf das Integral

r3|ﬁ 1-K2 8irf(¢) dg = rsm”\/l kf;%nizr{;(qj)w=In(k)—k2[lln+2(k) (37)

an und erhalten aus (36) nach Einsetzen kior 1—:I/n2 und Vereinfachung

aus (7) U@ =24 [3[@ ,(,/8/9) —g M\/@)} 60 [FK(J%) _ 7[@(@)}

3 27
und aus (29)

O, (3 =473 [EI £(/8/9) —g [ug(\/%)} =127 TH [EHDK( 89) 11DD(\/%)}

560 180

Schliefilich folgen noch

U2 =24 E2[ill(\/%) —231 [n3(\/%)} =402 [F@ +ﬂ = % rsinty3)+2

U(4):2Amml (J1516)- —[I]5\/15’716} 8/1[E 1,(/15716)+

120}

{Gog/_ﬁrsmf(\/_Sﬁ—}m 2474994.

4.2. Ellipsen und Eikurven

Zum Vergleich mit den Eikurven stellen wir fir pien analoge Umfang-, Flachen- und
Volumenformeln zusammen.

Die Ellipse El(b) habe stets die groRe Achde= 2[a und die kleine Halbachse

Mittelpunktgleichung deEL(b)

X
T 9
Parameterdarstellung (39)

x(t) = altodt), y(t) =bEing),
Parametert 0<t<2[n

(siehe Konstruktion

Lineare Exzentrizitit e=+a’-b’,
numerische ExzentrizitaModul) &

2

£=¢la, 52:1—%. (40)
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1. Umfang Uell = 4[]2 x(t)? + y(t) dt:4mq5 1- g2 o (t)dt, t:=mm/2-¢,

Uell_maqﬂ/l £ [8irt(¢) dg = 4R [E(e) = 20 [E(e). (41)

2. Flache

m

nell =4tk (]2 (<) () - y) ) o = 2 2 Tz cogt) +sin'(t)dt=rramb.  (42)

3. Volumen des Ellipsoids (Rotation um die x-Achse)
2
— a2 4y a2 X _4 2
vXen_zquoy dx_zmqob 1 azjdx—sDTEb (& . (43)
4. Oberflache des Ellipsoids
Oxell —477E.|' y(t) G/ () + y(t)* dt:4nEmeEsin(t) 1- &% [eog(t) dt

z:=e[todt), Oxell = 4nba Eli—jogxll— 2 dz= 2" Esb[a G;—E[E 31-2% + arcsir(z)]g

Oxell =2 Drtﬁbz - bTm @rcsir(g)j . (44)

5. Volumen des ,elliptischen Torus” (Rotation ure g-Achse, linker Scheitel im Ursprung).
Anwendung der GLDINschen Regel, Flachenschwerpu§{e,0).

Vyell = 207k Aell = 207 @° [b (45)
6. Oberflache des ,elliptischen Torus” (KurvensenpunktSa,0)!)
Oyell = 2 r[x, Well =807[A% [E(¢) = 207N [E(¢) . (46)
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4.3. Mal3gleiche Ellipsen und Eikurven

Den asymmetrischen Eikurvetk(n) stellen wir symmetrische Ellipsdfi(b) gegentber, die
in ausgewahlten Mal3zahlen, wie Flacheninhalt, Umfader Rotationsvolumen etc., mit
ihnen Ubereinstimmen oder in bestimmten Mal3verisgkm zueinander stehen. Die Ellipse
El(b) habe stets den gleichen Durchmesser wie die zumléieh stehend&k(n) 2la=A.

A(0,0), B()I,O) sind die Scheitel der gemeinsamen Hauptache. Nigemi sein >1, denn
fir n =1sind beide Kurven identisch gleich dem Kreis milnd@urchmessea .

Vorab ermitteln wir durch Gleichsetzen der Koordﬁmax(¢) = x(t), y(¢)2 = y(t)2 aus den
Gleichungen (2) und (39néuer Ursprung) den vonA, B verschiedenen Kurvenschnittpunkt
S(xs ys) der Kurven.

+1 % % 2 n 2
*) AGos(g) :Ecos{t)+E . (™) Aeos(¢)di-cog(p))=b? fi-cog(t)).
Mit (*) wird COE(t) in (**) ersetzt, nach:0£{¢) geordnet und durcbo§+1(¢);t O dividiert:
(2 - 4m?)os ™ (gs) - 12 oS (gs) + 4 = 0, xs= x(gs), ys=y(gs) (47)

Speziell lauten die Bestimmungsgleichungen nactpAlbsn voncos(¢)—l bzw. C0§(¢)—1
(¥ - 40?0 (gs) + (#* - 40 Eodgs) - 4b*= 0 fur n=2 (47a)
(¥ -4m?)Eog(ps)-4m?=0  fur n=3 . (47D)

Wenden wir uns den maf3gleichen Ellipsen zu.

Ohne Schwierigkeit finden wir aus (9), (42) die bidhseb der zurEk(n) flaichengleichen
Ellipse E(b).

2(n-1)!!

A(n) = Aell(b) , falls b(n)= ( 2o (48)

Fir n =3 sind die Maf3zahlen neben der Grafik zusammendfe$tiél Proy siehe(11)).

s JFmex Elipse b=2 0, Aell=— IR
16 16
Schnittpunktcoggs) = O s~ 368°
J39
A B 5{625@ ,125/149'}:3(0,41/1 031)
1521 1521
103[5
EikurveEk(3Y A3 =22l
®) 2[4[6 2
| Maximum cos(¢max)=§, Broax = 30°
Die BogenzweieckéASA und SBSbesitzen den 90l 90
leichen Flacheninhalt! ~—,—~|=P,.,\0564 , 03251
g max( 16 16\/5] ( ’5 3 )
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Aus (21), (43) bzw. (22), (45) erhalten wir dieiklen Halbachseb der zu den Rotations-
korpern deiEk(n) volumengleicherkllipsoide bzw. ,elliptischen Tori".

) 1
V() =Vieli®), falls b=, (49)
g(n)

v, (n) =Vyel(b) , falls bz%[ﬁ%} G;U . (50)

Bei der Ermittlung vorb fir oberflachengleich&ikodrper und Ellipsoide beschréanken wir uns
auf Beispiele, da (44) keine allgemeine Auflosuaghb erlaubt.

Fur n =1 entsteht die Kugel mit dem Radibs= A/2. Fur n > 1folgt aus (27) und (44) unter
Verwendung von (40) fig die Bestimmungsgleichung

1—52+\/1—52aamim.: 2P(n) mit O,(n)=70 P(n) und b= 1;

Mit MATHCAD ergeben sich sehr genaue Naherungslosungen. IDentte Tabelle enthalt die
Ergebnisse, wobei filP(n) die exakten Werte aus (27a) verwendet wurden.

2

(A,

n \ 2 3 4
£ 0,6551496... 0,7767588... 0,8343900...

b/A| 0,3773154..=20/53 0,3148990..=17/54 0,2755872..=27/98

Die Naherungsbriche sind aus der Kettenbruchentungkder Dezimalbriiche gewonnen.

SchlieRlich vergleichen wir Ellipsen und Eikurverit mieichem Modul £ =k = 1/1—]/n2 .

. . : ) 1
Die kleine Halbachse der Ellipse betradt= >0 [A. (51)

Die Schnittpunktgleichung reduziert sich fnf - 1) o™ (gs) - n? [eos™(¢s) +1= 0 . (47c)
Weiterhin ergeben sich z. B. folgende Grol3envenisie:

Aell(b) _(2n-2)11  Vxel(b) _ 3n+1 Vyellb) _ 30{3n+1)! Eézjg(n) 2
AN (@n-nit V() 4m T V() sm@)! (2)

Speziell fium = 3 folgt  Aell: A = 8:15, Vxell:V,(3) = 5:18, yell: V, (3) = 32:63.

Zwischen den Umfangen d&k(3) und der modulgleichen Ellipsgl(b), b=4/6, besteht
folgende Differenz mite =k =,/8/9

U@ -Uell() =21 [EK(&)—%[ID(E)} -2 Ele) =1 K ¢) - Ele)] <035972. 53)

Das Langenverhaltnis ist angendhddell :U (3) = 0863:1=44:51.
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, 1=K
Mittels deskomplementareModuls K':=+1-k* =13 fiihren wir mit & := ik

V3

! /1 ! -
eine ,komplementare* Ellipsgl(b”) mit der kleinen Halbachse' =EE«V1—£2 :TD’I ein

:]/2

und erhalten das anschauliche Ergebriigell(b) +Uell(b)) = 2W(3) . (54)

Der Umfang der Eikurve EK(3) ist das arithmetisdhittel der Umfange der Ellipsen El(b)
und EI(b").

(55)
Maximum der Eikurveek(3)

9., 1 9
P.l—A,—=0G=A
"‘a{m J3 16 ]

Nebenscheitel der Ellipsen

cir il c 1,98,
2" "% 2"

Schnittpunkt von Ek(3)und El(b)

Ly ﬂ/l].

Der Umfang der Eikurv&k(3)ist gleich dem Umfang

der zusammengesetzten Halbellip&#fin) undEI(b"). 64 64

Die Schnittpunktkoordinaten ergeben sich aus (47c):

8os (#s) - 9 (€0 (¢s) + 1= (8o (gs) - 1) o (¢s) - 1) = 0, xs=codgs)’.

Zum Beweis von (54) fiihren wir zwei Transformatifammeln elliptischer Integrale &

K(l_k:):“kﬂ((k), E(l_k:J: ! HE(K)+ k' K (k)], K:=+1-K?>. (Tab)

1+k 2 1+k') 1+K
Wir stellen (Tb) nach K(k) um und setzen in (53)((— 1/3) K(e) :4EE(£')—3[IE(£) ein:
U()-elle) =2 [k ) - E(e))- mﬁ E(e )}:%men(gv)-%meu(g).

Abschlie3end sei fliin = 3 eine leicht zu bestatigende Relation zwisathem Volumina des
Eikdrpers, des modulgleichen und des komplementalig@soids angefugt.

V, (3 +Vxel(b) _
vxellb)-vxellb)

4
5

EK(3) El(b) El(b”

'8 Die schon auf @ur und LANDEN zuriickgehenden Transformationen werden im allgeenen Rahmen im
klassischen Werk von RICOMI/KRAFFT: Elliptische Funktionen, Leipzig 1948 ausfuhrlisbhandelt.
Formel (56a) wird auch bei@HTENHOLZ (vgl. Fu3noteld) hergeleitet.
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5. Eigenschaften der erweiterten Eikurven; zugeordnete Kurven
5.1.Kurvenverlauf der EK(n); singulare Punkte, Tgenten und Normalen

Die Abschnittl. eingefiihrten verallgemeinerten EikurvEK(n) werden in diesem Abschnitt
naher betrachtet. Die Gleichung (4)

F(X’y)E(X2+y2)n+l_/12 D(Zn:O, -A<x<A (4a)

beschreibt eine algebraische Kurve der Ordn@ng 2, die fiir allex mit x* < A* reelle
PunkteP(x,y) besitzt. Sie ist symmetrisch zu den Achsen, weihdy nur in gerader Potenz
auftreten. Die Kurveneigenschaften lassen sich damWWesentlichen im ersten Quadranten
ermitteln.

Fir ungerades := 2lm-1 zerfallt die Gleichung in ein Produkt

Fooy) =|(¢ +y2 ) -2 sem o + y2 )+ 150 = F(x )y (x,y)

=0.
Der Faktor F,(x,y)=0 stellt fir x>0 die zugehorig&k(n)dar undF,(x,y)=F,(- x y)=0
liefert die an dey-Achse gespiegelte Kurve.

Der Ursprung ist ein singuldren Purder EK(n), denn F (00) =0, F,(00) =0, Fy(0,0):O.

Bei rechtsseitiger bzw. linkseitiger Annaherung #@mrvenpunkte P(x,y>0) an O(0,0)
divergieren die Tangentenanstiege im entgegengese$inn.

Denn aus der Parameterdarstellung der Gleichung (4)
x(¢)=r(p)eodg), v(#)=r(¢)Bin@), r*(p)= A 2oS"(¢) , ~o<p<o  (4b)
folgt mit 2F(g) (F(¢) = —2 A [h [co$"(4) (3in(@) fur ¢ # + 77/2 der Tangentenanstieg

_ ot Y(B) 1(9) _r O Bin(g)+r° osp) _ 1 _
tan(r) = y'(x) = (@) EI(¢) O todg) - r2 Bin@) = n+1[qn [tan(¢)-cot(g)) ,  (56)

d.h. fur ¢ - /2% 0 gilt y’(x) — * 00, Die y-Achse ist die Grenzlage der Tangenten@nd
ist ein Ruckkehrpunkt (Spitze). Fjik 0 entsteht das Spiegelbild (st also Doppelspitze).

Die Gleichungen fur die Tangerite&nd Normalen einer Kurve in Parameterdarstellung
t: x{t)l(y - y(t) - y(t)L(x-x(t)) = 0
n: y(t)dy - y(t) + x(t)dx - x(t)) = 0
konnen fir die regularen Punkte d&{(n) (cos@) Z0!) mit (4b) ausgeschrieben werden,
wobei hiert = ¢ der Richtungswinkel des Kurvenpunktes ist:

(57)
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t: (n+1)Bing Cosp y - r(¢) Bing) - (nBin* ¢ - cog ¢)ffx —r(¢) osp) = 0
n: (nisin®(g) - cos ()l - r(¢) sing) + (n+1) Eodg) sin(g ) fx (¢ cosp )= 0
Offenbar sind die Gleichungen aber auch fiir deguéiren Punky =+ 77/2 gliltig.

(58a)

Der in (56) und in (58a) auftretende Ausdroksin?(¢) - cos(¢))/(n +1) kann mittels eines

Hilfswinkels dargestellt werden. Wir setzeng(g,) ::ni+1 und erhalten

"_sin?(§) - —— cog(p) = cog(,) sin(p) - sir?(@,) eog(@) = sin(p + 4,) sin(g - 4,).

n+1 n+1
Die Gleichungen (58) nehmen damit folgende Geatalt
t:sing (eosp (ly ~ y(p) -sinlp + 9) sinlg - go)cfe-x(@ =0 o0 oo
n :sin(g + ¢, ) in(p — 8, )y - y(¢)) +sing [osp [fx~ x(¢)) =0 " n+l
Der Winkel @, ist durchn bis auf die Spiegelung an den Achsen festgelggtkann also in
(58b) durchk U7+ ¢, ersetzt werden.

Fir ¢ = ¢, istt eine Horizontaltangenty = y(@,) = const, d.h. der PunkiP(d,) ist ein
Extrempunkt, (vgl3.2.(11)).

Schnittpunkte und —winkel vanundn mit den Achsen: (59
EKM): ri(#)=Aod"p  r(g)=yr(p)=0  Tangente: T(x 0), R(0yg)
KurvenpunktP(x,y): x=r(¢)Eosg, y =r(g)Eing . Y = r(¢)icodg)
nisin®¢ —cog ¢
I Ve = r(¢)
. t R (n+1)Eing
. tang = ni$in° ¢ —cos ¢
(n+1)8ing [Cosp
R (vgl. (56) 1).
T ¢ v
: T 0 N ® Normalen: N(x,0), M(0,y,, )
= nir(g)
- " (n+1)Cosp
‘ __nir(g)ising
Winkel vont undn mit dem Radiusvektor ¢ : " niEin’¢-cos ¢
Winkel 5 = 0 NPO und/ = DOPT =L
cot(7) = tan(d) = ndan(g). (60) tarz
Das Vorzeichen entspricht dem Umlaufungssinn deidake.
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Die Formeln (59) ergeben sich unmittelbar aus (58&y die Herleitung der Formel (60)
setzen wird :=v —¢@ und formentan{ — @) mit Hilfe des Tangenssatzes um, woka ()

mittels (59) und (56) autan(@) zuriickgefuhrt wird.

Beschranken wir uns auf den Kurvenverlauf im 1. @aaten Q< ¢ < 77/2), so erhalten wir

_n_ ()

1 r
aus Xy =—— =% und Yy =—Elﬂ eine einfache Konstruktionsvorschrift fur die
n+1 cosp n+1 sing

PunkteN undR.

Konstruktion vort undn. T \

1. P auf der EKk(n) ist gegeben.
2. Errichte in P die senkrechte \

Gerade s auf OP. s \
3. Die Schnittpunkte mit der S \ t_—

X- bzw. y-Achse sind X und Y.
4. Teile OX und QY jeweils in 1 \ p

n+1 gleichgrol3e Abschnitte. X Ek(3)
5. N ist der benachbarte Teilpunkt - \

von X. — \

R ist der benachbarte Teilpunkt \

von O (auf der y-Achse). . i \
6.t geht durch P und R. "0 N' X

n geht durch P und N. 1

— n —_ n _OP —
Es gilt ON = —— DX =— [— =x, und OR=
d n+1 n+lcogp M n+1 n+1

Die Konstruktionvorschrift ist durch Spiegelung ali# gesamte KurvEK(n) tbertragbar.

Wir fihren an dieser Stelle noch einen (wiederhaoftretenden) Parameterein:

p=p(n, ¢): Jn Bin"g+cosg . (61)

Aus r? = r2(g):= P 8oS" () folgt r?(p? =n? () + x(#) = co(g)rfr>+r?).

Weiterhin erhalten wir zum Beispiel
p=nG/1-k?’@os @ mit Kk :l—n—l2 , (siehe u. a. Abschnidt1) ,
p? = (cos’ @ —nsin? ¢)2 +(n+1)* Bin* ¢ [GoS ¢,
codr)p=(n+1)Bing@osp , cofv)p=cosP-nisin’y,
codd)p =codg) , sin(d)p =nisin(g) .

Fir den KreiEk(1)ist p =1, X, =4/2, so dass sich die bekannten Aussagen ergeben:

cod7) = 2[8ing [tosp =sin2p) , codV) = cos ¢ —sin® ¢ = cos@g) , codd) = cogp),
dh.7+7/2=v =20 und 6= 4.
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5.2. FuBBpunktkurven der Eikurven

Fallen wir von einem festen PunRb(xo, yQ auf alle Tangenten einer Kurve die Lote, so
heil3t der geometrische Ort der Ful3punkteFgiBpunktkurveler betreffenden Kurve mit dem
Pol Pa

Die FuBpunktkurven déeK(n) bzw. Ek(n) bezeichnen wir miEK(n,x0,yQ bzw. Fk(n,xo,y9.
Ist die Eikurve durchr(g)’ = ¥ [20$"(¢#) gegeben, so wird dem Punk{¢)JEK(n) der
Punkt 5(¢)D FK(n,xo, yo)zugeordnet. Man beachte, dagssicht der Richtungswinkel von
P sondern vorP ist!

Die durchPo gehende Parallele zur Normalen yschneidet dessen Tangente im Ful3punkt
P . Also folgen die Parametergleichunggr X(¢) , Y= )7(¢) aus den Systenvdl. 58a)

(n+1)Bing [tosp [y - r(¢) Bing) - (nBin? ¢ - cod ¢ )fx ~ r(¢) Tosp) = 0
("8I ¢ - cog g){y - yo) + (n +1) Bing [Goss [{x - x0) = 0 '
Mit den Abkirzungen und Vereinfachungen
s:=(n+1) 8ing [tosp, c:=nBin®@g—cos @,
sin(¢)3-codg)& =cosp, codp)B+sin(¢)E =nlSBing , (63a)
p=yn?BEin*g+cod g = +c? und r(g) =2 o (p)
gelten die Parametergleichungen fur den Plﬁl(ét, )7) der FK(n x0,yQ:
x(¢)b* = sifsCko+clyo) - cli(g) Cosp
y(¢)? = cl{sCxo+c o) +slk(¢) (Cosp
Nachfolgend die typischen Bilder einer FuBpunktleuitw dieEK(2) bzw.Ek(2) und A = 2:

(62)

(<P <oo). (63b)

\\ _ \\ _/
~ P/ FK(Z,A,A) | ~ P/
— 3’6 —
/ N\ % N\
P F’o‘ P /'(Po P
/ Fk(z,i,i) /
3 6
/ = %
s /o
/ /
< P/
0 FK@e+2.4 e
3'6 T
/] S
. m2< ¢ <3m2 [/ -
k-2 = [
3 6
—-nm2< g <+mf2
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Wir erkennen einige Eigenschaften der Ful3punktkyrdée aus der Konstruktion und den
Eigenschaften der Eikurven folgen.

(1) Die FK(n,x0,y9 ist eine geschlossene Kurve rii{¢ +277) = P(g).

(2) Auch dieFk(n,x0,yq ist geschlossen und wird fir77/2 < ¢ < 71/2 einmal durchlaufen.

(3) Die Ek(n) liegt im Inneren deFk(n,xo,yq.

4 P(1,0) - P(A,yo) , P(0.0) — P(0,Y0), P(X0 Yma) — P(X0,Ypra) -

(5) Ist P ein Berithrungspunkt, d.fP(¢) = P(¢), so liegt Pa auf der Normalem vonP.

(6) Die FK(n,x0,yq fiir 77/2 < ¢ < 371/ 2 ist die Spiegelung détk(n,—x0,y9 an der y-Achse:
P(#,~x0,yo) » P(7- ¢, x0, yo). Dabei wird dieFK mit wachsendem Winke{rr—¢)
durchlaufen, wenn diEk entgegengesetzt vah = 77/2 bis ¢ = — 77/2umlaufen wird.

Zum Beispiel gilt (3), weil die Tangenten (der ddsssenen konvexeiik(n) nicht durch das
Innere derEk(n) verlaufen. (4) folgt aus den speziellen Tangdatgn und (6) wird durch

(63b) bestatigt, deni(77— @, x0, yo) = —X(#,~x0, yo) und ¥(77— @, xo, yo) = ¥(#,—x0, yo).
Wegen (6) kdnnen wir uns vorrangig auf die Untehnsing derEk(n,xo,yq beschranken.

(7) Liegt Po aulR3erhalb deEk(n), so ist er ein Doppelpunkt dék(n,xo,y9, da vonPo aus
zwei (verschiedenen) Tangenten an Eign) gelegt werden kdnnen und er sein eigener
FuRpunkt ist. SindP, , P, die Kurvenpunkte der Tangenten, d.h. Bt= P, = Po, und
bewegt sich ein Punig (auf kurzem Wege) langs dek(n) von P; nachP,, so vollzieht
P auf derFk(n) eine Schleifenbewegung v&o nachPo.

(8) Es existiert ein Zwischenpunk von P, , P,, dessen Normale durdPo geht, d.h. die

Schleife berthrt di&k(n).
(9) Im Grenzfall PolJ Ek(n) wird Po zum Ruckkehrpunkt. (Lied®o jedoch im Inneren der

Ek(n), so ist er natirlich kein Punkt dek(n,xo,yq).
(5a) Ist P((a) = 5(¢)D Ek(n) ein Berlihrungspunkt, so liegen die Pcﬁie((a) aller den Punkt

berUhrendean(n,xo(q)), yo((o)) auf der Normalem von P((p) Die Normalengleichung
(58a) wird fur festen Winkep zu einer Geradengleichung der Pole:

Po(@): c{g)To+s(g)xo = c(¢) (@) Bing+ @) T (g) odp) = nE (@) Bing.  (64)

Die Grafik illustriert an deEk(3) den Fall

A=1 @=12, P(¢) = P(0915, 0195

mit der Normalengleichung (64a)

(3— 4cog (a) Oo= (300§ Y- 4xo)E~kinqocos¢)
yo=0.9833 x0—-0.7056

und (angenahert) den Poléto 1(1, 028) ,
P02(072,0) und Po 3(041-031)0EkK(3).

Die Fk3 hat zwei Bertihrungspunkte. Die Fk}}
hat nach(4) die Bertihrungspunkten(@,0), )
P(1,0) und ist symmetrisch zur x-Achse, hat
also offenbawier Berthrungen. Und die
Fk1?
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Wir untersuchen die Lage der Berlhrungspunkte ganand stellen dafiir eine allgemeine

Bedingungsgleichung auf. In (63b) wirﬁ(¢): x(¢):)l Etos(qﬁ)”ﬂ gesetzt, anschlieRend

die erste Gleichung mi und die zweite Gleichung mda multipliziert. Nach Addition der
beiden Gleichungen und Vereinfachungen mittels)(@8&aalten wir die Bedingung

ny(¢) = sCxo+c o, (65a)

aus der beziiglich des PdR0(x0, yo) die Richtungswinkelp = ¢, der Berlihrungspunkte
P(¢s) vonEk(n) undFk(n,xo,y9 ermittelt werden kdnnen.

Wird in (65a) der Sinus durch den Cosinus ersstztentsteht eine algebraische Gleichung
vom Grad2n+2 fiir z:=cod@,)=0 :

2 2" - 2n(n +1) A o™ + (n + 1) (x0? + yo? )2 — n? yo* |t - 22) = yo?2®. (65b)
Die relevanten Losunge® < z<1, ¢, =+ arccosg) sind mit(65a)zu tberprifen

Es gibt nicht mehr als vier Berihrungspunkte!

Denn die Analyse der Koeffizienten in der nach Roé® von z geordneten Gleichung (65b)
ergibt maximal vier Vorzeichenwechsel und nach Regel von [EscArRTESauch hdchstens
vier positive Wurzeln.

Fir dasBeispiel Ek(3), A =1 erhalten wir die Bedingungsgleichung vierten Gsafile 7
97° - (9+24x0) 2° + (L6x0” + 24x0+16y0? )2* ~ (16x0? +24y0?) 22 +9y0® =0.  (66)

Der vorgegebene Beriihrungswinkel igf, =12° . Aus der Normalengleichung (64a) ergeben
sich die Koordinaten der Pole (numerisch ermittelt)
Pol: x0:=1, yo:= (3cos.2 @- 4) EﬁS— 4cos qa)_l [Singltosp=0,27777.
Po2: x0:=3/4[tos ¢=071758 , yo:=0.
Pa3: Schnittpunkt der Geraden (64a) mit B&(3): (xo2 + yoz)2 = X0°
x0= 0406067 yo=-0.306381, ¢, = arctan(yo/xo0) = -37,0347..° = -37°.

Fur diese Pole erhalten wir aus (66) folgende Beniigspunkte (vgl. Grafik S.22):

Fk1 Fk2 Fk3
7 0,9567..| 0,043029.f 0,956774... 0| 1 0,9567..0,637236..
¢ 120 _78,02780 120 _120 900 Oo 120 _37,03470
8 (% -78°) (% -37°)

)‘((¢B) = X(¢B) 0,9154 | 0,00185| 0,91540,9154| 0| 1| 0,9154 0,40606..

v(#s)=y(¢,) | 0.1945| -0,00873 | 0,1945| -0,1945| O | O | 0,1945| -0,30638

Im Folgenden beschranken wir uns auf die Untersoghainiger zux-Achse symmetrischen
FuRpunktkurven mit dem P&o(xo,0) .*

 Eine allgemeine Behandlung der FuRpunktkurven pedisll der Kegelschnitte findet man beiBMEITNER,
Spezielle ebene Kurven (FuRnote 1).
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Die Parametergleichungen (63b) vereinfachen sicdi&iFu3punktkurvefk(n,xa0):
X(¢)p* =" o-cX(g), Y(#)b* = cBko+sk(p). (63c)
Offensichtlich gilt die Achsensymmetriy!(— ¢) = y(¢), x(— ¢) = X(¢).

Auch die Bedingungsgleichung (65b) fur die Berulyspunkte vori-k(n,xg0) undEk(n) hat
eine einfachere Form:

oz - (n+1)xo)’ 2 fi-2)=0, 12 z=codg,)=0. (65¢)

Mit Xz = A (™ erhalten wir diex-Koordinaten der Beriihrungspunkte

n+1_xo)ns n
xBlzo,szz)I und XBs’B4:/][€T[—/]LJ n-1 fa||sn>1’O<XO<mD1_

Fir n=1, x0=A/2 sind nach (65c) alle Punkte Beriihrungspuni(1,1/2,0) = Ek(1).
n+l
n

2
Fur allen gilt X0:= X, = [é j = Xpgsgs Mit den horizontalen Beriihrungstangenten.

n+1
Im einfachen Falxo =0 bzw. xo=A entstehen herzformige FuRpunktkurven.

Die Fk(l0,0) ist die bekannte Kardioide. Denn aus der Paraui@tstellung (63c) folgen die
GleichungenX(2¢) 1 = cog2¢) GCOE{ZZ#)” , y(2¢)1=sin(2¢) A Gcos{227¢)+1 und mit

dem Normalenwinkel = 2¢ als Richtungswinkel die Polarfom’h[?(v) =A [(COS/ +1).

"Herzkurve" Fk(2, 3. ,0)

Kardioide Fk(1,0,0)

Fk(sl XITJQX :D) -
Fk(3, 6/7 . ,0) Fk(3,2/7 2 ,0)




Eikurven - 25 -

Liegt xo aul3erhalb der Eikurve, so vollzieht die FuRpunkt&uwie in der Eigenschaft (7)
erwéhnt eine Schleife, die durd?o(xo,0) fuhrt. Die Tangente vorkxo=X; an die Ek(n)

bertihre die Eikurve im Punk(go). Dann folgt aus (59) die Beziehungp = —X(¢0)/c(¢0)
oder umgeformt

A [os™(go) = (n+1) o (o) xo-nixo . (67)

Zum Beispiel folgt furn=1, x0:=-1/2[1 aus (67)cos ¢o = xo/(2xo- A1) =1/4 . Und
fiir n=2, go:=20° gilt x0= A tos go/(3t0s go-2)= 127842 .

Im Punkt Po(xo,O) = 5(¢o) - P(¢o) ist der Ubergang von der ,Hauptkurve® zur Schleife

FKk(2,x0,0) @o=20° X0 =1,28 )
Fk(1,x0,0)

5.3. Flacheninhalte spezieller FuRpunktkurven

Bewegt sich der PunkP (¢) auf derFk(n, xo, 0) von @ =0 bis ¢ =¢ , so Uberstreicht der
RadiusvektorOP eine Flache mit dem Flacheninhalt

¢ ¢
Afk(nx0.9) =3 ] [X0)J(0) - @) V@Dl =5 I dg . (69)
0 0

Wir formen den Integranded(n,xo) unter Verwendung von (63c) und den Abklrzungen
(63a) um und erhalten schlieRlich die Darstellung

3(nx0) = sle- s[ C3¢(g) + s[cp SIC oy (¢)p—zs[>'<(¢) o
bzw. unter Verwendung vors[& - $[¢ =p® + n und nach dem Ersetzen der Abkiirzungen
J(n,x0) = A2 D]l(n)+ (n+1)* o 2n) - (n+1) (A oD3(n) , (69)

Jny =0 5 Nigog™2g | (p2=n’Birg+codd ),

J2(n) = pzj” B pEode ,  JI3n)= ”Bi”2¢2+°°§¢ tos™l g |
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Die allgemeine (aber elementare) Auswertung deghate ist sehr umstandlich und selbst fir
¢ = 11/2nicht Gbersichtlich. Fiir konkrete Beispiele bieoh dann CAS-Programme an.
Wir untersuchen einige Spezialfalle naher.

1. Die FuBpunktkurvefrk(1,x0,0) des Kreisekk(1).
Fir n =1 kénnen wir die Integrale in der Formel

¢ ¢ ¢
Afk(Lx0,¢) = X [ cos' ¢ dg +4x0” [ sin” ¢ [¢os' ¢ dgp — xo[A [ coS ¢ dg durch die
0 0 0

Verdoppelung der Argumente leicht I6sen oder dieglg Integraltafeln entnehmen.
Geordnet erhalten wir

Afk(L x0,¢) = (3? - XOWZ_ Xo)j [+ 2 [ﬂ/‘4_ X0) 2in(2) +"_3# sin(4g). (70)

Der Integrationsweg wird so durchlaufen, dass déele stets auf der gleichen Seite liegt.
Damit ,uberlagern® sich Grund- und Schleifenflachel deren Inhalte addiersich!

Wir wenden zur Demonstration die Formel auf daspiel aus Seite 25 an und berechnen die
Flachen sowohl ohne als auch mit Schleifenantgil, fiir ¢ = go = 71/3 bzw. ¢ = 77/2.

Afk(],—)l ’—?j ]ZT 2 + 3E{/_ ~ 11100

ATKk(1.x0,00)

5\ \

Afk(l—/] ’—T} =2 ﬂ R = 11780

— Die Qesamtfléche dieser Fquunktkurve ISt . - Afk(1,%0,712)
das Dreifache der Flache des Kreises Ek(1). [X0= /2 90 =n/3

2 -
Es qilt fur die Gesamtflach’éAfk(l X0, ﬂj (39 XO[Q/‘ XO)] Lr= 2Afk(],)| - xo,gj :

8 2
Fk (L x0,0) undFk (1, A — x0,0) liegen spiegelbildlich zur Geraden=A/2.
Fur die KardioideFk (1,0,0) finden wir folgende Flachenbeziehungen.
3 3 1
=°A. AL:= ATK(10, 77/4) = ST 2+ = P
A(ard 2 4 2 mKrels (1’ / ) 8 4 4

— Der Kreis bedeckt 2/3 der Kardioide| — Markierte Flache A1 = umrandete Flache.

Al |
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2. Die ,herzférmigen” FuBpunktkurverk(n, 0, 0) derEk(n) fur n>1.
Mit der Variablensubstitutiorh:ztan(¢) dt=(l+t2)m¢ erhalten wir

2 ¢
Afk(n,O,@:%qJ](n) dg = _[ 1+nt +n[(&+t)
0

0 1+ n t [(U.+t ) n+l
und mittels Partialbruchzerlegungjghe unter)!

tang

D kifn? -1)t Y dt
Atk(n,0,¢) = _(—)*[J‘ (1+n t) dt- kZ:;, 21 J. (1+t2)k+1] (71)

0

und speziell fiirg = 71/2 (siehe unten)!

mo_ X oo (1 &kt 1)kt (2k-1)n
AtK(,0,7) =2 '[E kzll o E((Zk)” }% (72)

Die Tabelle enthalt die Flacheninhalte, (n) = 2 DAfk(n,O,g) einigerFk(n, 0, 0):

n= |1 | 2 | 3 | a4 | s

A= | 3fp | Tdp | 3871 | 470430 | 712930
2 4 36 4 256 4~ | 40000 4~ | 62208 4

Fkn0.0)1 o Der Kreis EK(1) liegt vollstandig in dem Inneren

allerFk(n,0,0).
o Der Flacheninhalt des Kreis&k(1) ist eine untere
Schranke der Flacheninhalfg, (n).

o Die Ek(1) ist die Grenzkurve deFk(n,0,0) fur

n - oo,

0 Ack(n)>AFk(n+1)—>%D42 firn - .  (73)

Die augenscheinlich evidenten Aussagen werden alyerfd begriindet, iehe dazu die

Formeln(11), (63)und die Eigenschaftt), S.22 ):

Aus (63) folgt y2 + %2 = x(¢)? E(s2 +c2)/p4 = x?/p? . Weiterhin sind genau darm= 0 und

A2 x($)20, wenn0< g < 4, =arctarfl/+/n).

Fur alle X(#¢) = 0 ist demnach die Differenz der Ordinatenquadrateé=kign,0,0) und Ek(1)

2 2

y2 - y(x) = (X—z - ij ~x-x?)=2 42 BC—?( >0 und mit wachsendem konvergiert
P p P

die Differenz mit x(¢) = A [{cosp)™ punktweise gegen Null. Fix(¢)<0 geht auch der

Abstand PO aller Punkte P(x <0) wegen y? + % < x*/(n? 8in? ¢, +0)= X [{n +1)/n?

gegen Null, d.h. di&€k(1) ist Grenzkurve. Es verbleibt der Nachweis viB) (
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Wir figen hier die Herleitungen der Formdlnl) — (73)ein.

Der BruchB(a,n,m):= (1+t ) [é+ aztz)m ,a>1,n>1 m=0 erfillt offensichtlich die

Zerlegungsformel(a® - 1)B(a,n +1,m) = a> B(a,n,m) - B(a,n +L,m~-1). (74a)
Mittels (74a) und vollstandiger Induktion naglergeben sich folgende Summendarstellungen
a.2n 1 n a.2k—2 1
Bla,n1)= 4E - el 74b
(@ (2 -1] 1+a%’ ; az—lkD(1+t2) a (745)

a2n 1 m2n 1 k mZk 2 1

; - T + o ——. (74c)
T T} R et B e
Ersetzen wir in Afk(n,0,¢) die Briiche des Integrandeii(n) = (n,n+L1)+nEB(n,n,2)
durch die Summen aus (74b,c), so entsteht nacgesirdmformungen die Formel (71).

B(a,n,2)=

Zur Berechnung der Integrale verwenden wir die efstipartieller Integration gewonnene
Reduktionsformé?

00

[ [feF =2

x |77, 2k -1 5§ dx  _2k-17F dx
x=0 ko) 2 Ghee)

a 2k 1)1 o _(2k-2)11
1+ ((2k)l!)! 2 tr(t)|°:((2k)1!)! 2

und durch wiederholte Anwendungj

In (71) eingesetzt folgt (72).
Zum Beweis von (73) stellen wir einige Abkurzungerd Abschatzungen bereit:

qg(n):= (1—%jn :(1—1jn [€1+1jn, p(x k)= (1—%) E—I£3 P(k) := (Zk_l)” sl_
n n X X

n (k) ~ 2

Mit n — o konvergiert q(n) — e [&" = 1und aus dem Vergleich von geometrischem und
arithmetischem Mittel folgt (fun+1 Faktoren)

n+\1/1D:1(n)<1+nE(1 J/n) =1- 1 <1- \J/qin+1i d.h.q(n) <q(n+1).

n+1 n{n+1) (n+1

FOr x>1 und 2k < 3[(x2 —1) ist die Ableitungp'(x,k)<0, d.h.p(x k) ist monoton fallend.
Wir erhalten die Abschatzung Atk (n,0, 77/2) — Afk(n + 1,0, 77/2) =

:"45” 1g(n)™ %—iktp(n,k)[P(k)j— gin+1)" ik[pnﬂ,k) ()J

—

—

>"24DT 1q(n)™ Zktp(n+lk)EP(k)j EE ikﬂonﬂ-k) ()j

NPT
4

>

(n) " dn+1) p(n+1n+1) P(n+1)> 0.

2 Sjehe z.B. EHTENHOLZ Nr.271( - FuRnote 14)
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Ay (n+D) < Ay (n Azd—Ttﬁn I “”)) 1]5( - ZE((Z“”))”wk(n)- (733)

(n+1 n+1f (2n+2)!
. < 1 Rl o
Mit  S(n):= ;k[ﬁ1 nzj kz EL[-I—[-% th folgt schlieRlich fim —
A (n) = 2IAk(n,0,7/2) = X d;—’ fn)™ [ﬁ%— s(n)j LR Bg . (73b)

3. Die FuRpunktkurv&k(3, 0, 0) der speziellen Eikunkk(3).

Fir n=3 erhalten wir aus (71) nach ausgefuhrter Integnatice Flachenformel fir die
zwischen 0 und/ liegende Sektorflache der FulBpunktkuRkg3, 0, 0)

t=tan(¢)
129 et anf3t) - 103 — Tarctarft) +
k(20 < 11024 24
30.9 == L2187 t 103t 1t

1024 1+90F? 1024 1+t2 384D(1+t 48 1+ | g

¢ ist der vom Ursprung ausgehende RichtungswinkelRlenktesP auf der EikurveEk(3)
und V der Richtungswinkel des zugehdrigen PunkResauf der FuBpunktkurve. Nach (59)

gilt zwischen den Winkeln die Beziehutgn() :m.
1-30arf(g)

t:=Y3, g=arctafl/3)=~ 18435, @:=16, t :arctarﬁn/G) =3/3,
v =arctaf2) = arctan) +arctafl/3) = % +o | y= arcta|(|oo) =" =3

Afk(3.0.1/6

A 103 19671 1355
Afk(30, ¢)_% EElSDT— T 1000} Afk(30,77/6) _—[E—m +903/3 }
= 0,4171°. = 0,468201°.
AA= Afk(30,71/2)- Afk (30,71/6) =
_ A [523

20222 Gr-90G/3 |~ 0011902 .
1281 96 E@
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5.4. Kruimmungsverhalten der Ek(n); die Evolute dEikurve

Jedem PunktP(¢) einer ebenen Kurve =r(@) wird bekanntlich eine Krimmund(g)
(9)="10)+20°(p) -r(p)T(g)

*le)+r2(0)
Der ,Krummungskreis* mit dem Radiu;9(¢):|k(¢)|_l berthrt den Kurvenpunkt in zweiter
Ordnung, d.h. if? haben Kurve und Kreis gleiche 1. und 2. Ableitunge

mittels folgender Gleichung zugeordfietk

Fir dieEk(n): r(¢)=A@og(g) erhalten wir unter Verwendung der Abkiirzung (6),20f
wegen r2+r2 =r?[p?/co$@ und r?+2@° -r ¥ =r’p?/cos @ +r? h/cos ¢
. Algos™
plg)=am’ mig=12> 2

- p2+n ' p’=n’Binfg+cosg, -n/2<p<+n/2. (75)

Der Mittelpunkt des Krimmungskreises liegt auf #@rvennormalen und konkaven Seite
derEk(n). Der KreisEk(1) ist sein eigener Krimmungskreis ryu¢¢) =A/2.

Fur n>1 und ausgewahlte (Scheitel-)Punkte folgen ausdiésKrimmungsradien

n
2
,O(O)Zni+1 , ,0(¢max):/%ﬂ/n+1[€ni+lj und p(i’—;j:o, d.h. in der Singularitdd

entartet der Krimmungskreis zum Punkt.

. Fur die spezielle Eikurvek(3) gilt
1 1
MP=p ==[A==0R
/ o 1'1 101 4 4 1
33
0 = = = =
30° \F M1 P MZPZ p2 p(¢max) 8 D] 2B’max
p2 =OB =0M, ,
=) OF = X, = (A =>OM, .
- 16 4

Da diese Krimmungskreise somit leicht konstruierbiad, ergibt sich fir die ER) eine
einfache Naherungskonstruktion

Wir bestimmen auf deEk(n >1) den besonderen Punks(gs > 0) mit minimaler Krimmung

(bzw. maximalem Krimmungsradius) aus dem Ang’}(&) = p[ﬁ%ﬂ%%} =0, p>0.

n—1)[sm¢_2[2p[p folgt
cosp p-+n

Mit p@)=%@%(p2):(n2—1)ﬁin¢@os¢ und %:...:-(

2L Siehe z.B. RONSTEIN Taschenbuch der Mathematik
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_ . 2 _ . 2
__(n-1)sing _ [n 1)@"”{ [Gosp Eﬁp #30) _ o uobe der Scheitep =0 entil
cosp (p +n)m .

Wird schlieBIichcosng mittels (61) durchp? ersetzt, ergibt sich die Bestimmungsgleichung
fur p? =p?(gs): p* +2P>-3M*> =0, alsop?(gs) = —1++/3M° +1 oder wieder mittels (61)

_n*-p® _n*+1-4/3n"+1
n*-1 n®-1

cos (¢s) mit p(¢s) = max! (76)

n>+1-(n+1) _n
n’-1 n+1

Der geometrische Ort aller KrUmmungsmitteIpunMe({,/y) der Ek(n) bildet dererEvolute
Die Parameterdarstellung der Evolute lautet

&(p)=nmmcos p+p?sirtg) , 7(p)=nmaL-p?)ising cosp. (77)
Diese Darstellung folgt aus der Tatsache, t8&7), wie oben erwahnt, auf der Normalen
von P(x, y) liegt. Mit dem Normalenanstiegswinkelund dem Krimmungsradiyserhalten

wir die Koordinatendifferenzen(g) - &(¢) = p(¢)1codv) und y(¢)-n(p) = o(#)(sinv).
Unter Verwendung von (59), (61)f und (75) folgers(®@uf Umformungen) die Formeln (77)

&(p)=x(¢)- peodv) = q lp? + n) koS ¢ - q * fcos ¢ —n it ¢ )/p,
(@) = y(¢)- pBinlv) = qdp? +n)Eogp Bing —qp° [n +1) Bing osp/p .

Wegen3mh? +1> (n+1)’ ist cos(gs) <

= COSZ(¢max)' d.h. ¢S> ¢max'

Evolute derEk(n).
Die zu den (lokalen) Extrempunkten der

Ps Krimmung deiEk(n)
k(4) O,P1,Ps
gehdrenden Krimmungsmittelpunkte
0 \ ur ie O, M1, Ms

bilden Riickkehrpunkte (Spitzen) der Evolute.

" Die Tangenten der Evolute konvergieren bei
Annaherung an die Ruckkehrpunkte gegen
die Normalen der Extrempunkte.

Die Langen eines Evolutenbogens ist gleich

Ms dem Zuwachs der Krimmungsradien der
erzeugenden Kurde
n=4 ?(gs)=6, plgs)=4/5
n=4 = p'lgs)=6. pigs)= 4 OMs= p{gs), M1Ms = p{gs)- o(0).
o|\/|5=ﬂ,1 , MlMS:g/] , U, :1_54/] . Fur den Umfang der Evolute gilt
5

Ue,(n) =40p(gs) -20p(0) .

2 Vorausgesetzt, dass im betreffenden Bogen saéqu)io ist. Den Beweis findet man in einschlagigen
Lehrblchern der Differential-und Integralrechnubzw. Differentialgeometrie.
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2 <1
r (52)?:25 / und p(¢)::\/?ﬂ)3 gelten die Gleichungen (75)

und (77) auch fur die Evolute der erweiterten BilelEK(n) mit beliebigen reellei .

Mit den Anderungerqg :=

Die Symmetrie- und Periodenbedingungen kénnentl@iabhgeprift werden.
plp+2n)=plg), ol-¢)=pl¢). pln-¢)=pl¢). plg)=0,
ilp+an)=4(p), &(-9)=¢). éln-9)=-¢lg),
ni¢+2n)=n(g), n(-¢)=-nl¢). nln-¢)=nle).

Lauft ¢ von O bis 2t so wandert der Kurvenpunkt, beginnend an derteeckpitze, im
Urzeigersinn um die Evolutenflache.

Evolute deEK(3)

5.5. Die Ek(n) als Billardbande

Die Reflexion von Strahlen innerhalb der EikuBkin), oder — um im Bild der Uberschrift zu
bleiben — der Verlauf von Billardkugeln auf deml&ititisch in Form der Eiflache, hangt eng
mit den Tangenteneigenschaften der Kurve zusamivénbegniigen uns mit ausgewahlten
Beispielen.

Ein Strahl vom Ursprun@® zum Kurven- C=Q-T S=1-0=2t-0¢ =i i
punkt P(¢) wird zum Kurvenpunk®r(gr)
reflektiert, wobei der Einfallswinkedr zur
Tangenten dem Ausfallswinkel gleich ist.

Der Grafik entnehmen wir die Beziehung

_4) = tan(s) = Y1) - ¥(2) 0
tan27 - ¢) = tan(d) = ) —xg)
¢ und ¢r Richtungswinkel vor® undPr,

r Anstiegswinkel der Tangente véhund
X, y Punktkoordinaten nach Formel (2).

Der Winkel 7 wird nach der Formel (59) mittels Additionstheareles Tangens durch
ersetzt, sodass unter weitgehender Verwendung dgisls folgende Beziehung entsteht:
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sing  n’- (n+1)°cosg  _ ylgr)-y(g) _ cos'(gr)Bin(gr)-cos' ¢ Bing 78)
cosp n(n+2)-(n+1fcosg x(gr)-x(@) cos™ (gr) - cos™ ¢ '

Der Formel entnehmen wir fir einige Positionen Porden PunkP .
(@) Pr=0, d.h.g¢r =n/2. (78)ist erfillt firg = 0. P ist der ScheiteP(1 ,0).

Der Strahl (- die Kugel -) kommt (wie zu erwajteam Scheitel nach O zurtck

Im Folgenden seD< ¢ <7n/2, d.h. der gesuchte PunIEt(¢) liegt im 1. Quadranten. Das
spiegelbildliche Losungspadtr(-¢r), P(- ¢)wird nicht extra aufgefiihrt.

(b) Pr=Pr(4,0), d.h.¢gr =0. (78) fuhrt auf die Bestimmungsgleichung
2n [eos™(g) - (n +1)° o (#) +n*> =0 mit den speziellen Losungen

n=1 codp)=1+2 ¢ =45 P=P(1/2; 1/2) ,
J_s+1

¢ = 32634 P=P(0599/ ;03821) ,

n=2 cody)

n=3 cogg)= ¢ 26112 P =P(06504 ;03191) .

Die Kugel lauft von O tber B}, Scheitel Prgr) und P(-¢) nach O zurtck.
©) ylgr)=y(g), d.h.PPr verlauft horizontal (78) wird erfillt durch die Bedingung

n? - (n+1)*cog ¢ =0 mit der Losungcogg) :ni' Aus y(gr) = y(g) folgt zur

+1
Ermittlung vongr # ¢ die Gleichung cos™?(gr) - cog” (¢r)+% =0.
n=1 codp)=12 codgr)=+3/2 ¢ =60° gr =30,
n=2 codp)=2/3 codgr)=(V105+5)18 ¢= 4890 ¢r= 2327,
n=3 codp) =34 codgr)= 0943 $= 41410 ¢r = 1938 ..
[ =X | P N4 |
: Ek(1) EK2)

Lohnenswert wéare die allgemeine Suche nach Rafigwegen zum Punkt O zurtck.
Ein Beispiel ist im Kreis Ek(Der symmetrische Wagit 6 Bandenberihrungen.



Eikurven - 34 -

(d) Pr=P(-¢), d.h.Pr liegt spiegelbildlich ziP: x(¢r)=x(¢). (78) wird erfillt durch

n(n+2)-(n+1)cog ¢ =0 mit der Losungoodg) = Y22 ﬂn 2) bzw. sin(g) =

n+1
. 3, 3
n=1 ¢ =arcsinf/2) =3C° P=PI A ] P(0750/ ; 04331),
. s o1 8
n=2 ¢=arcsinl/3) = 19471 p=p[1V2,.8 ) ~ P(0838/ ; 02961),
27 27
n=3 ¢ =arcsinl/4) = 14478 P:P§—522/1;1—2£AJ=P(0879A : 02277).

Die Kugel lauft von O tiber B} und P(¢) nach O zuriickPPr ist vertikal.

Die Normalen vorP undPr schneiden sich (vgl. (59)) an der Stebg (¢) = ni-l-l E:oé"l(qﬁ).

Der Innkreis des ,ReflexionsdreieckSOPPr hat den MittelpunkiM (xN ,O) und den Radius
p=x)-x(9).

(P
o M \
“Pr
AN
AN
AN
Ek(1) - N TEKQ3)
Xy :4—5D1, =45 — U
64 256

(e) tar‘(é):: m . In Verallgemeinerung von (c), (d) geben wir derstiegm von PPr vor.

Es genlgt aufgrund der Symmetrie zur x-Achse 0 zu betrachten. Die Losungen f&m
ergeben sich durch Spiegelung der Lésungenrion

Aus (78) folgt tibersing [ﬁn (n+1) cog ¢) mEosp [ﬁn [n+2)-(n+1)* cog ¢) (79a)
die Bestimmungsgleichung fiiz:=cos ¢ , — nj2<¢<n/2,

F(2) = (m? +1)in +1)* @ - [2m? thfn + 2) + 3n2 + 2n + 1] o +2)7 (22 +

79b
+[m2(n+2)2+3n2+4n+2]m2&—n4:o. (79D

An den folgenden Intervallenden fzitreten Vorzeichenwechsel véitz) auf:

7= H 0 ‘ n?/(n+1)* ‘n[ﬂn+2)/(n+1)2

F@=| -n* +4Dm2th/(n+l)2‘ —4m?/(n+1) ‘+n

1

2
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In jedem Intervall existiert demnach genau eindlegedsung zi:= Co§(¢i). Es gibt drei
verschiedene Punktepaaffe, Pr). Dabei ist der Winkelgi nach (79a) genau dann negativ,
wennn? < (n+1)7 Z<nfn+2) gilt, d.h. fir den mittleren Bereich zwischen koritaler und

vertikaler Richtung vorPPr .

Pr(¢r) ist ein Schnittpunkt degk(n) und der Geraden durdﬁ(¢) mit dem Anstiegn.

Die Geradengleichung ist=mlx+b mit b=A[tos ¢ [ﬂsinq& - mE:os¢). (79¢)
Aus (79c) und der Kurvengleichung (3) ergeben siehKoordinatenPr(x ,y.), 0<x <A,
und der Winkelgr = arctay, /x, ).

Dies fuhren wir an zwei Beispielen naher aus.
(e1) n=1. 160m®+1)F® - 240m? +1)Z? +90{m? +1)z-1=0. z:=cod ¢ =x(¢).
(2 + 1) + (2 - )k, +b2 =0, = x =A_2MP_ ()

m’ +1
m=1. 5=45. (162 -16[x*+1){2(z-1)=0.
—£+@ z2 —1 £—1 , 2321 (z2<z3<2).
2 4 2 4 2
¢1:arcco(s/?1):15°*23, $2=90° -15° =75, #3=—arcco 23):—45°.
b(¢1) = 0683001, [
x = 025[4, vy, =-043304, ¢rl=-60. § m=

b(¢2)= 018304,
x = 025[1, vy =043304,  ¢r2=60.

X =104, y, =0[A, gr3=0°.

Am Kreis lieRRe sich diese Aufgabe auch elementar- | >

geometrisch ldsen. P3

(€2) n=3. 2560m? +1)F° -320f15m’ +17) > + 9{25m? + 41)Z-81=0. z:=cog ¢.

[ +(mx, +b) ] ~ A1, = 0. Numerisch lésenb = A [0S ¢ [{sing - m(¢osp).

m=143. 5=30°. (2560%* - 3367 +81)({z- 3/4) =

a=22,3008 -, 2 SH8 T 523 (nemean).
32 32 32 32 4
@gl= 434, $2=5566"=60"-¢1l, @3=-30C°

2 cod(15)= _ 1+cog30)
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b(¢1) = 049571 ,

x, 035321, y, =—-0,2918 1, ¢ri=-3957°
b(¢2) = 00898 /4 , .
x, =~03459, y, =02895 ), ¢r2= 3993, | o
b(¢3) = 064951 ,

x, =098711, y, =-007961, ¢r3=-461°.

Pr2

P1

Pr1 P3

In beiden Fallen(el, e2)st P3=P,,,

und ¢l+¢2+2[¢3=0. Dies ist kein Zufall

1
(H  E(n) gegebenm= tar(d) = — gewahlt. Esist nach (1D =¢,.,.
n

Jn
Pmm(— 6) mit horizontaler(!) Tangente ist ein gesuchtertilerie) Reflexionspunktg3:=-9.
1 n
Es gilt Z3=cog(¢3) = =——. Mit m=1/+/n liefert (79b) umgeformt schliel3lich
g 3= =777 Yn (79b) umg
5 2 4

F(z)s(n+1) ZZ_ZDhE(n +3n+2)&+ n : [ﬁz_ n J:O mit 8=

n (n+1) (n+1) n+1 n+1

4 2
A2 =" ; und ZA+2z2= 2tntin +?+2) Daraus folgt die Winkelbeziehung
(n+1) (n+1)

codpl+ ¢2) = cosplltosp2 - singlsing2 = A2 - /(1- 2) f1- 22) =

n 1
-+ (n+1)f

=Jam-\1-(a+z2)+aE2= = cog(9)-sin*(d) = cod2d).

Es gilt fur alleE(n) mit 0:= @, ..: $L+$2=2[5=-2[¢3.

Abschlie3end befassen wir und mit folgendem Problem

Die im Beispiel (d) dargestellten Dreieck&PPr haben die Eigenschaft, dass eine Kugel
(reibungslose) bestandig das Dreieck durch Reftexiorchlaufen wirde, unabhangig vom
Starteckpunkt. Gibt es in dek(n) weitere derarperfekte ReflexionsdreiecRe

Fur den KreisEk(1) sind die (und nur die) einbeschriebenen glaitlygen Dreiecke perfekt.
Aufgrund geringerer Kurvensymmetrie ist die Antwfint n >1 nicht so einfach.
Wir beschranken uns auf die spezielle EIKUEKES).

Das derEk(3) einbeschriebene Dreie&BC ist genau dann perfekt, wenn die Normalen der
Eckpunkte auch die Winkelhalbierende sind!

Es mussen also folgende Forderungen erfullt sein:
(1) Die drei Normalen schneiden sich in einem RuiKx,, y,,)-

(2) Die Normale irA halbiert den WinkellBAC.

(3) Die Normale in B halbiert den WinkelABC.
M(x,,y,) ist nach (2) und (3) der Innkreismittelpunk.
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Geben wir die Koordinatern,,,y,, des Innkreismittelpunktes vor, so sind die Losungeler

Normalengleichung (58a) die Richtungswinkel von jiakkten, welche die Forderung (1)
erfullen. Wir formen (58a) fiin =3 geeignet um und erhalten die Bedingungsgleichung

B3-4z) 3, =zMl-2)BAZ-4X,) , zi=cos¢ . (80a)

Die Forderungen (2) und (3) beschreiben wir miféddes Skalarprodukts. Sei = [IBAC,
ABo AM _ ACo AM

dann folgt aus (2) co{gj = = ¢ und aus (3) furfB =0UABC eine
2)  |ABIOAM| |AQOAM

analoge Forderung. Zusammenfassend gelten die (ietyen

‘T Dﬁom’:‘ﬂuﬂiom, ‘? EEAOW:‘E [BCoBM.  (30b.c)
Die Bedingungen (80) sind nur fur spezielle Lages BreiecksABC erfullbar.

Im einfachen Fally,, =0 liegt M auf der Symmetrieachse. Aus (80a) ergeben sich die

Losungenz1=0, z2=1, z3= g% mit 0<x, < ;/l . Die zugehorigen Dreiecke sind
@, =arcco 23), @ = arcco£— \/2_3): @, ¢ =1/2 bzw. ¢ =0.

A undB liegen zur x-Achse symmetrisch, so dass schor(8ly die zulassigerx,, folgen.
Mit A(X,,Y,), B(Xs—Ya), C(xc.0), M(x,.0) und z:=cog ¢,, 0<z<1 erhlt (80b) die

Darstellung\/(xC - XA)2 + yA2 E[0+ 2yA2] =2y, E[(Xc - XA) [ﬂxm B XA) + yAZ]-

3
Wir ersetzen die Koordinatex, =A &, y,> = P {1-2), x, :Z/l [z durch z und

erhalten die Bestimmungsgleichungen
x.:=0: 16F°[fl-2)=2° mit z=1516 und sin(p,)=+1-2° =V4 (Lésung(d)!) ;
31-/385 _ (@—ﬁ}z

X =4 2il-2P i+ 2) {16037 -31Z2+9)=0 mit z= 27 o

Zweites perfekte Reflexionsdreieck dei(3).

> Pn= arccoéﬁ)z SPIP, P =P,
b —21./
A / XA:XB:Mm :0,1264D1 y
_ 512
\ \/R% G Ya==Yg =0170204, X. =4, y. =0,
} — — _3\/_
W, x, =22 N383 1y < 026672, y,, =0,
~.‘___,-:—~<' 126
= 0385
S p:Xm_XA:%E’Emmzo,mozm.
~

Lohnenswert wéare die allgemeine Suche nach perfékédlexionsvielecken.
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Anmerkung

Setzen wir mit ¢, = arccoﬁ\/Z): 2, ¢, =arcco 23): P, P = arccos(/Z) =0 vier
Reflexionspunkte fest und fiihren mit (80c) fi= cos ¢, 0< z<1 analoge Umformungen

wie oben durch, so entsteht die Bestimmungsgleighri —16z +9 =0 mit der schon in (b)
aus einem anderen Ansatz gefundenen (undyfjiF O einzigen!) Ldsung eines perfekten
Reflexionsvierecks.

Perfektes Reflexionsviereck in dék(3). vergleiche (b).z:(8—\/ﬁ))/6.

—— .‘I‘:IB ¢B = arcco@/}): 26122, ¢D = _¢B.
,_f“rgil‘ﬁ XB:XD:37_—8\/1_0D1:O,6501D1,
’/ 1| ;' . 18
A [ im N Y, = -y, = 0318611,
l\‘ J‘ . XA:yA:O’ XC:A! yCZO;
A / B y
iz v, =819 460472, y, =0,

‘D 18
P =X Bin(¢s)=§&a/1—zm ~ 0266214 .

5.6. Die Ek(n) als Einhillende einer Kreisschar; Yalgemeinerungen

Wir kehrten zu5.4. zurtick. Wird im PunktP = P(¢) der Ek(n) die Normale errichtet und
ein Kreis um den Achsenschnittpunii(x, ,0) mit dem Radiug; (#) =|NP gezogen, so ist
P ein Beruhrungspunkt des Kreises. Die Beruhrunglgrivon auf3en, denn((¢) ist nicht
groler als der KrUmmungsradim((ﬁ) derEk(n).

Der Beweis folgt aus (77): Wegep? = n?3in?(@)+cos(@)=1 ist fir 0< ¢ < 7n/2
n(¢)=ne fi- p?)Bin(g) odg) < 0=y, . (Vergleiche auch das Bild der Evolute.)

Durchlauft P = P(¢) die Eikurve, so entsteht eine Kreisschdie von derEk(n) eingehullt
wird. Fir die Schargleichunﬁx— Xy (¢))2 +y° = rk(¢)2 mit dem Parameteg = 0, ...,71/2

folgt aus (59)
(x—/l L mo§-1(¢)j by =R Eo§”‘2(¢)tﬁ(co§(¢)—ij + cog(4) sire(9)

n+1

oder mit dem Parametét= cos(¢)

—(n2 —1)Eﬂ
(n+1y

L= ?
(X—Agrm[ﬂz] +y2:A2[ﬂn_ldﬂ| , 0<t<l1. (81)

Fur n =1 entartet die Schar zum Kreik(1): (x—A/2) + y* = (A/2).
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2 _ (w2 _ n
Aus grz(t) _d A2t EIM = 0 erhalten wir furt =—— den Kreis mit dem
dt dt (n+1) . n+1

grol3ten Radius.

Weiterhin finden wir fiirn > 1 aus—[r() M(‘[)]—an—+1 7 |@\/n —(n? —1i[ﬂ+n] 0

die Abschatzunger0=r(0)- x,, (0) < r(t) = x,, (t) und r(t)+x, [t)<r@ -x,@)=A.

3 2 3 2 p
Beispiel Die EK(3) ist Einhtllende der Kreisschéfx _Z (A Eﬂj +y? = (Z (A Eﬂj > e,
Einhillende Ek(3). Kreisschar0<t<1,
304 _
M—TD], M_O' I —[iE/9-8M1
t=0 Xy =0, =0
t=3/4: x, :ﬂ, rk:rmaxzsﬂ/éD1
16 16
1
t=1 Xy =—W, rk:ZDJ

Durch geeignete Verallgemeinerungen der Kreisschgfl) konnen die Eikurven in
umfassendere Familien von Hillkurven eingeordnetiere. Wir wahlen folgende Familie:

Kurvenschar Ks(m, p, a ,b: (x—a[ﬂ’“)z +y?=a? @™ [fl-bl), 0<t <lb, (82

mit den Kennwerterm>0, p=0,a>0 undO<b<l1.

Die Kreise haben also die Mittelpunktskoordinatamd Radien

m+p
x, (t)=ad", y,(t)=0, r()=al 2 G/1-b. (82a)
d
Der Kreis mit dem maximalen Radius wird aus deredltbhgark (t)_=0 gewonnen; es gilt

_lgm+p

b m+ P +1’ Xmax =X (tmax) 1 Tmax :rk(tmax)'

max

Die am weitesten nach links bzw. rechts reichenBesise folgen aus der Bedingung
d _

a(xM (t)+ r (t)).:O. Bezeichnen wir deren Losungen mitund t; , so sind die Grenzen
des Definitionsbereichs auf der Abszissg = x,, (t_)— r, (t,) und x; = x,, (tz) + r, (ts)

Es kann demnach der Parameterbereich eingeschvégrkien: t| <t<t,. Fur t-Werte
aul3erhalb dieses Bereichs berthren die betreffeiidgse nicht die Hullkurve!
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Die zurKs(m, p, a ,p gesuchte Hullkurvéik(m, p, a, b erfiillt die folgenden Bedingung&n
F(x,y,t)sy’+ (x—a[ﬂm)2 ~a?d™" f1-b@)=0 und %F(X, y.t)=0,

aus denen ihre Parameterdarstellurng x(t), y = y(t) oder auch (gegebenenfalls nach
Elimination von t) eine Gleichung in kartesischemokdinatenF (x, y) = Oermittelbar ist.

Wir stellen die zweite Bedingung naxtum und erhalten die Gleichung der Hullkurve

X(t) :%[ZHn[ﬂm —(m+ p)d® +b{m+ p+1)[ﬂp+1]

y2(t) =a @™ [fi-bd)- (x(t)-ad"f ,0<t<lb. (83

Wir betrachten zwei Spezialfall®abei tibergehen wir eine Reihe von Umformungen

Ks(1.0.a. b (x-aldf+y*=a’?d"fi-bd). x,(t)=alt, r()=adftfl-bad).
1 a , _a _ 1 fg 2
X o = 55 30+ s zmtﬁ“mj'

tmax = ﬁ’ max — ﬁ’ max
a a’®
Hk(1,0.a, B X(t) :aEQb+t)[ﬂ—E . YAty =-a’ bifo+102)+a? [ﬂb+l)[ﬂ—7.

2

1 a 2 1 2 a
| T Ixy -2 | i) = -2
Vereinfache ( (t) j bEV() A0

b+1 2D

2 2
X=X
Die Hk ist eine_Ellipse %+§=1. Xy :%, A=x, 4/b+1, B=x, a/b.

Beispiel Ks(1,0,2,1/4),0<t <1/b=4 und Hk(1, 0, 2, 1/4) ,x_ € X< Xj.

Hk: x, =4, A=20/5, B=2 Ks:
tmax_21
7 S S T t=t,| Xnax= Max = 2
e < > N —
_ lill"';"’;’"“§ “~ Lt TR
t <t~ ( ' ' ’ "‘\\ /t:% t s :2[€1¢3g/§j
_n : VRV s i 0211
= UMD -
SRS o2 K = 4% A
= _ {— 0472
8472

% Siehez.B. BRONSTEIN Taschenbuch der Mathematik, Abschnitt Differdggametrie oder Naheres
bei W.1.SMIRNOW: Lehrgang der h6heren Mathematik, Teil 1l, Bed®b5 bzw. spatere Auflagen.
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Ksmm.ab) (x-ad"f +y?=a’ @3 [fL-b).
Ein Vergleich mit der Formel (81) zeigt, dass beieigneter Wahl der Parameter die

2
: . . - -1
Hullkurve eine Eikurve ist. Setzen= p::nTl, a=A1 E—IL b:= n 5

n+1 n
- - 2 _
Hk[n tn-l,gn n 1J:Ek(n).

(n>1).

2 2 n+1’ n?

n+l

Aus (83) folgt die Parameterdarstellung Begn): x(t)=A0 2, y*(t)= 20" [{1-t).

Vereinfache (xz(t) + y2(t))”+l = (/12 [ﬂ”)”+l = 2 X" | vgl. (3).
2
Fir dieks bzw.Hk gelten die Bedingungerf < t s%: nj‘ [ bzw. 0=t < U<t =1,
n+l
n n \z X
t e Xmax:Xtmax =A— ) r‘max:r tmax == . Vgl. (11).
max n+1 ( ) I:én_'_lj k( ) \/ﬁ g ( )

Auf der Seite 39 sind dida({], 1,1 Dz,gj und die Ek(3) = Hk(l 1,1 Dz,gj fir 0<t <1

abgebildet. Die dort nicht abgebildeten Kreise Herfir 1<t < 9/8 liegen rechts im
Inneren deEk(3) und beriihren diese nicht.

Erwahnenswert ist die Identitat der Kurvenschak@s(m, m, a/k™ ,b/k), O<t <kfb, fur
k=1, die aus der Parametertransformatios> k[t folgt.

Abschlie3end zwei Beispiele zur lllustration derrRenvielfalt.

Ks(3,0,1,1) Ks(2,4,4,1)

x, ()=t r(t)y=yt?i-t), 0st<1.  x,(t)=4> r(t)=4>0/1-t ,0<t<1.

\—/><

=3/3/16= 0325 .

ymax = r(tmax
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6. Die Ek(n) in ausgewahlten Lagen und Koordinatenarstellungen

6.1. Verschiebung des Koordinatenursprungs auf der x-Achse

I P(x,y) e
- [bcrsap 2™ = e saf g
Wog@ ; —w<s<w -sl<x<(l-s)
? x =r [todp) = A [tos™*(a) - s[A

=y

y=r |3In(¢) = A ¢cos (0’) E‘kln(a') (84b)

O<ss<1
-n<¢<n, -n/2<a<n/2

r2 = P ffcos® a - 2s[tos™ ar + %) , sing [cos™ a - s)= cosp [Bina [tos" ar.  (84c,d)

6.2. Spiegelung an der Geraden x=A/2

o) [(/‘—X)2+y2]n+l=A2EG/l—X)Z”, 0<x</
/ (85a)
x=rcodp)= A - A koS (a)
\_/ y =r 3in(g) = A o< (a) Sin(a) (85b)
-n/2<¢p<n/2, -nf2<a<n/2

r2= R fcos™ a - 2[tos™ @ +1), sing (fl-cos™ a)=cosp [Binatos'a.  (85c,d)

6.3. Drehung um den Ursprung

Drehwinkel (der Eikurve) : = 7n/2<d < n/2.
r(¢)=A oS (p), —n/2<p<n/2

x(¢) = A €od (¢) €odp + J) (86b)
y(#) = A o (p)3in(g +9)

" (x2 + y2)n+l = P [{x[¢osd + yBind)" (86a)

\ 4

(86a) folgt aus (86b) durch Division der Gleichangund Elimination vorng mittels des
Tangenssatzes:
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XZtar(¢+5): tang + tano = tang :L[tané,
X 1-tang [land x+ yand
- x3inoy 2 . \2
1 :1+tanz¢:1+(ym:055 XE“;!nJ)z:__: X4y -
cos ¢ (x[€osd + y [3ind) (x[osd + y [8ind)

B6) = X +y*=Ffcodg) = ©6a).

Die um 0 und &' =71/2- 0 gedrehten Eikurven sind an der Winkelhalbierengiespiegelt.
Die Koordinaten des Spiegelpunkt®$ ergeben sich aus den Koordinaten \@ndurch die
Substitutionend = 77/2-90=0'undg = -¢ =¢'.

Es gibt drei besondere Lagen d&(n).

A e y=x | 1: 6=0 (X2+y2)n+l=/12§(2”
Normallage

I d=n/4 220 +y?)" = R fx+y)"
Symmetrie zur Winkelhalbierendgn= x

m:s=n2  (C+y?)t =R
Spiegelung von | an der Winkelhalbierenden,
Vertauschung der Achsen.

Wir ermitteln die Koordinaten ausgewahlter Punkte.| »
Das sind

1. die ScheitelpunkteO(0,0) und S(XS, ys), R
2. die Achsenschnittpunkm(xx ,O) und Y(O, yY),

3. die Extremalpunkté-l(xH : yH) und T(XT,yT) o
und L
4. die Grenzpunkté (x_,y, ) und R(Xg, Yg). A ; -

Offensichtlich gelten fur die Scheitel- und Achsamsttpunkte

1. ¢ =0, Xs =Alcosd, ys=Alsind, 0S=1 (86-1)
2. =-0 =AEos' Jd =0
¢x =0, Xx 059, ¥x _ (86-2)
¢y =n/2-5, X, =0, y, =AGIN"J.
d
Die Koordinaten der Extremalpunkte erfillen died%ﬂung@ y(¢) =0. wird der singulare

Punkt O ignoriert, d.hcos{¢)¢ 0, so ergeben sich fip,, , ¢; die Bestimmungsgleichungen
3. nltan(g)ltan(p +3)=1 bzw. nOarfg+(n+1)danddang-1=0  (86-3)

(Verwende das Additionstheorem des Tangens
Anmerkung: Mit7 = -0 sind die Gleichungen (86-3) und (56) aquivalent!
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Mit Hilfe der o.g. Spiegelung an der Winkelhalbeden ergeben sich aus H und T die
Grenzpunkte R und L und nach Substitution der WidieGleichungen fug, @,

4. nitan(g)ico@ +0)=-1 bzw. nOarfg-(n+1)cotddang-1=0. (86-4)
Nach dem Wurzelsatz vonafa folgt aus (86-3)

tar(g,, ) (tan(@, ) =-1/n , tan(@,, ) + tan(@, )= — (n+1)/n(tand und in den Tangenssatz
eingesetzt schlieRlichan(g, +¢;) =-tand=tan(-4J), d.h. @, +@; =-0.
Mit @ =—@,,, #. =—¢; und d=>7/2-J folgt analog P +@ =n/2-7.

(86-5)

Das liefert folgende geometrische Interpretatideufe z.B.7 =-0, P=H, Q=T, A=X):

Berihren zwei Parallelen mit den
Anstieg m=tarr die Ekn) in den 9p-T

Punkten P und Q und schneidet eing] o T . s
dritte Parallele durchO die Ek(n) in A, | — |\ 0q '

so sind diaVinkel LJSOQ= [JAOP.

P =T~ (86-5)

6.4. Die EK(3) in Symmetrielage zur Winkelhalbierenden y = x

2
Wir betrachten di€k(3) fur den Drehwinkel d = 71/4: 242 [ﬁx2 + y2) =A [ﬂx+ y)s.
Die Formeln (86) liefern fur die ausgewahlten Perfkigende Werte:
Scheitelkoordinaten: Xg =Yg = /1/\/5

Achsenabschnitte: X, =Y, =Ys/2
Winkel der Extrempunkte:
30ar? (g, )+ 4dan(g, )-1= 0

b, = arctarE% (v7- 2)) = 12148

p; =45 - ¢, = - 57148

H

Koordinaten der Extrempunkte:

V2152 347)
64

— : | YaL = Xur =40

2 _ 42 343 +
A? _(yH _yT) =4 BL XeL = Yur :AD\/EE(H;;;-?\/?) - (87)

uadrat — ~
512
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Wir fihren die Berechnungen fur H nédher aus.
Mit tang,, = (\/7—2)/3 und cog ¢, =]/(1+tan2 ¢H)= (ﬁ+5)/8 folgt
x, = A[€oS ¢, [todg,, +71/4)= A &oS ¢, [{cosg,, —sing,, )3/2/2
= A (o€ ¢, ({L-tang,, ) 3/2/2 = A (B2 7 +15)/64.
y, =AeoS ¢, Bin(g, +77/4)= A oS ¢,, [{cosp,, +sing,, ) 3/2/2
= A (o€ ¢, ({L+tang,, )3/2/2 = A BR/2 ({77 +17)/64.

Die weiteren Werte in (87) ergeben sich analog l&s.der Symmetrielage der Kurve.
6.5. Weitere Parameterdarstellungen

1. Die ,naturliche” Parameterdarstellung mit dem Rugtgswinkelg .
Bisher verwendeten wir fur diek(n) die aus (1) folgende Parameterdarstellung (2).

EKn):  x(4) = Alos™(g), y(#) = Ao (¢)Bin(p), —n/2<p<n/2.

Fur die erweiterte Eikurv&K(n) wurde diese Darstellung etwas geéndert, vgl. (5
EK():  X(¢) = ARcos" (¢) Rodg), y(¢)=A0/cos"(¢) Bin(p), o< g <o

2. Parametet =targ.

Ek(n): —oo<t<o,
: o A
Pt x(t)= —2
y(t) 1 _— e R
f_______f,,-—--""'f \ At (1+t ) 2 i
s v =150 = g
| x(t) ) L+t?)2
A
r(t) = e
o e (1 +12 )2

Fur rationale Parameterwerte= p/q, (p, gganzzahlig), ist (88) wie folgt darstellbar:

p\__A™ p)_ Al
(2] Am o) Ao -
q (pz +q2) 2 q (pz +q2) 2

Ist A rational, so erhalten wir mit (88a) stetdionale Punktkoordinaten, wenrungerade ist.

Ist hingegem gerade, so miss@undq zu einem pythagoreischen Tripel gehdren.

Diese Unterscheidung ist nicht notwendig in derhfidlgenden (bekannten) Parameterwahl,
die fur rationaldé und A stetsrationale Kurvenpunkted.h. rationale Punktkoordinaten, liefert.

3. Parametet = tan(¢/2). Ek(n): —1<t<1,

_Ap-e) g oAat-e)™ o 2anf-n)”
r(t) (1+t2)n , X(t) (1+t2)n+1 , Y(t) (1+t2)n+1 . (89)
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Des Weiteren verweisen wir hier schon auf
4. die dem Winkelp zugeordnete Bogenlangeals Parameter.

Die Behandlung erfolgt in einem spateren Kapitak d. a. auch eine Verallgemeinerung der
trigonometrischen Funktionen enthalt.

6.6. ,Addition” von Punkte auf der Ovoide HB)

Wir verwenden die Parameterdarstelludg um auf der Einheits-Ovoide (mid =1) eine
geometrische ,,Addition* von Kurvenpunkten zu dediran.

1 t
Sei P(t) der Punkt mit den Koordinatemx(t) =m, y(t) :W' Der UrsprungO
+

wird damit ausgeschlossen.
Wir definieren die Summeweier Punkte P(t) O P(tz):: P(t1 +t2) . (90)
In der Abbildung ist Konstruktion der Summe dargéist

1+ 12 t, =tan@2’) = 0213 , t,=tan(8&)= 0325
[t, +t, = 0538= tan(282F") ]
P1®P 1
Y L X(t) = 7y = 0915, X(t,)= 0818
| t1 i1+tl )
P1 y(t,) =t [x(t) = 0195 , y(t,) = 0266
. t=0 |
112 Po ' 1
X(t, +t,) = v = 0602
1+(t +1,)
-t2
“P2 Yt +t,) = 2= 0324
1+t +t,)

Offensichtlich Ubertragen sich die Eigenschaften atiditiven Gruppe der reellen Zahlen
auf die Punktaddition. Die Addition ist assoziaiivd kommutativ:

(ROP)OR=RO(ROPR), ROPR:=ROR.
Po:=P(0) bzw. — P(t):: P(-t) sind der neutrale bzw. entgegengesetzte Punkts&tien
PoP =R, 0(-PR).

Die rationalen Punkte d&k(3) bilden bzgl. der Vorschrift] eine Untergruppe.

a b* (a) alb?
Alle rationalen Punkt dekk(3) haben die FormX| — | = +——5, — | .
© (b) G} b))

Ista, b, ¢ ein pythagoraische Tripel, d.h? + b> = ¢?, so ist auch der Radius=OP rational.
x(a/b)=b*/c*, y(a/b)=al?®/c?, r(a/b)=+/x*+y? =b®/c®.
Mit a, b, cist auchu:=a® - b*, v:=2lalb, w:=a’ + b’ein pythagoraisches Tripel und

esgilt P(a/b)e P(b/a)=P(u/v)d P(u/v):= 2P(u/v).
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7. Ein- und umbeschriebene Figuren

7.1. Basisdreiecke

Als Basisdreieckdezeichnen wir die deEk(n): r = A [€os'(#) einbeschriebenen Dreiecke
mit den EckpunktenA(0,0), B(0,4), C(r [cosg,r [sing) , 0< ¢ < 71/2 , und verwenden
die Bezeichnungen der Abbildung.

C a=¢ ,c=A, b=cltos a
b ) a a=A03/1+cod"a-2kod" @ (=85c)
_ 1 _
o D | q / B ' cot S = cota [€00§‘+la - j (=85d)
A - B
P c=prg coty = cota feos™ a - 1) (91)

Formel (91) folgt auscos' a = b/c =sing/siny = sin(a + y)/siny = sina [&oty + cosa .
Nach (91) istcoty =0 falls n =1 undcoty <0 fur n>1, d.h. die Basisdreieck®ABC
sind (wie bekannt) im Halbkreik (1) rechtwinklig und fiir dieEk(n >1) stumpfwinklig.
Wir betrachten einige Spezialfélle der Basisdreseck

1. Das DreieckAABC,,, mit maximaler Hohe (und maximalem Flacheninhalt).

Dieser Fall wurde schon im Abschrit2. behandelt, siehe Formel (11). Wir rekapitulieren

n+l

— n \?2 P _1
cola . )=+n, =c— v N = A= [, =11
(@)= puzeft)® =P A= R, 10

2. Das DreieckAABC" mit maximalem Winkel y~ = maxy .
d 2"-z _(1-n)x™+nx"*-1

Wir setzen in (91z =cosa und — = =0, 0<z<1.
dz [1_22 ’(1_22)3 .

Aus der Bestimmungsgleichundn—1) ™ -nZ"™ +1=0 folgt cosr”=z, p“/c=2z"".

Die Tabelle enthalt einige Lésungen:

n Gleichung cosa” a”= p”/c coty” Y=

V5-1 ]

2| (z-)dZ+z-1) =0 5 51,83° ?2_320_ -0,3003 | 106,71°

goldener Schnitt '

3| (Z-1Ydezz-1) =0 %D/E 45° % —% 116,56°
2 _ 4_ 2 _ 517 +13

5| (Z-Ydaz' -2 -1) | J2tj17+1) | 5545 T12¢ | -0,7872 | 128,21°
=0 4 = 0,2626
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Stellen wir die Bestimmungsgleichung nach n umers@lten wir mitcosy” = z und (85d)

v 1 1
n= — -1|=cota"l——-——-1|=cota"[¢ots" 2
(1_22j[€2n+1 ) I:écogﬁlam j B (92a)

Daraus folgt wegemp[q = h cota [h cotf einverallgemeinerter Héhensatiir das Dreieck

AABCY : "o =nifh’f . (92b)

(92b) fuhrt mit p”=x", " =A-x" h”=y" auf die Beziehungny~ +x* -1 X" =0,
C liegt demnach auch auf der Ellipg&n): (x—A/2)* +n0/? = (1/2)° mit dem Mittelpunkt
M(A/2,0) und den Halbachsea=1/2 b=(/]/2)/\/ﬁ:tar(amax)D1/2, d.h. der Neben-
scheitelN liegt auf der VerbindungoﬁX .

Eikurve

3. Dreiecke mit gleichgrof3em Winkel
Fur @ - 0 und a =7/2 ist nach (91)coty =0. D.h. zwischerA und C" bzw. C" und B
liegen zu jedem Winkey: 717/2< y < y” Punkte C; bzw.C, mit y, =y, = y.

Die zugehorigen Winketr,, a, kdnnen aus (91) ermittelt werden, was uns aufalgende
Bestimmungsgleichung fuhrt:

e —2ﬁn+1+(1+Wz)Q2_W2 =0, z:=cosa , w:=coly (0>wz coty").

Auch hier beschranken wir und auf Beispiele:

1+V1-40W
—

1-72  1FV1-40V _ (1%/1—45#)2 — tang 1+ 1-4[cof y

Es folgt tarf a = =
5104 7 1+1-400W AW L2 —2[Coty

n=3. (z2 —1)[624 -7 —\/\/2):0 hat die relevanten Losungetf =

Fur coty” = -1/2 erhalten wir erneut das Ergebnis 8ustana, = tana, = tana" = 1.
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1-tana, [tana.
SchlieRlich gilt firy, =y, =y cola, +a,)= ! 2=0,d.h.a,+a,=n/2.
ielich gilt fury, =, =y coler+ )= +a,=n/
Diese Eigenschaft dé&ik(3) kann auch direkt aus (91) abgelesen werden:
coty = 2H [ﬁ§o§ a-1) = cosa [Bina :EEi;ir(Za) -1 Bin2{m2-a)).
sina 2 2
C
c ¥ Im der EK3) sind flr Basisdreiecke mit
2 komplementear-Winkeln diey~Winkel
J) gleich
A oy B
a a+a,=n/2 < y =y, (93)
T
Ch

Eine Verallgemeinerung dieser einpragsamen Eigerfiseluf alleEk(n) ist nicht moglich,
wie das nachste Beispiel zeigt.

n=2.
(z-)d2 -2 +W Z+W?)=0 bzw. u*+(W? - Y3 m+(4/307 -2/27)=0, z:=u+13.
Wir erhalten drei reelle Loésungen aud+ pli+q=0 in der bekannten trigonometrischer

Form u, =203 p/3€044/3), u,, =-204[[p/3e040/3+ 773) mit cosd= #;/33 .

Unter Verwendung des Additionstheorems des Kodiolgs

cosalzzl:%+2& , CO,;=127,, :;—lg—st\@[ﬂ

. 1-18W 1 o 1 (O
D= """ =—[{/1- = =ZH/1- il
mit CO \/173 , S 1- 30V E:O{ j , t 1- 30V @IV‘( j

Es folgen zwei Zahlenbeispiele.

Beispiel 1 cosd:=-1, d=n , s:% Y1-30W° tzg 1-30W .
COsa, =Cos, :%+% 1-3W*, d.h.C, = C, = C" mit dem Maximalwinkely".

Wir erhalterw” entweder auél—18ﬁwz)2 = (1—3EVV2)3 oder mitcosa"nach Abschnit. :

3 5—1)—2223/1—3@\/2 = coty’=w'=- %’“:—0,3003
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Beispiel 2 Cotz(y)=vvz=%3 , C09=0 , d=m2 sz% , t:%.

COty:_T18 , V1, =10326° , cos@,) :2+T?/1—0, a,= 3064, cos@,) :%, a,= 7053 .

Zusatzlich analysieren wir die dritte (negativesluiigzs, zu der ein positivew-Wert gehort :

Coty:+_1 2—\/E ,

NiT: 6

Der PunktCs liegt im zweiten Quadranten auf der erweitertekuBie EK(2) und der Winkel
=[0UAC,B < 9(ist der Supplementwinkel zy4 , . Offenbar ista, =a, +a,!

Einfachen Umformungen mit den drei am3tWerten des Beispiels bestatigen dies, denn
cos@, —a,) =cosa, [cos, +sina,lsing, =-1/6+12=13=coxn, = a,-a,=a,.

, ¥, =180 -y, = 7674 , cos@,) =

a,=10117°.

Diese Aussage gilt generell flr d(2).

Cy
nh=yv.=Vv
=
y; =180 -y , (94)
¥ ] -+
180°§ A\a1+ 0 B =0T @ .
Beweils:
2 2 _
Setzeh:=v1-30W . Dann giltco%:SEE 1P+ :% und c055:6m;]—35.

3 3
Mit 0035:4[Ecosgj —3@:05% folgt h? :%;;5. Diese Beziehung muss notwendig

zwischens und w=coly erfillt sein.

Elementare Umformungénin deners als Variable gewahlt wird, ergeben die Identitat
6s+1  |(63+1)
coda,)—cosa, —a. =
{a)-cod, )= (a2 )2 )-2)= S5 [
Laut Wurzelsatz ist, (%, (2, =-W? <0, d.h. z, <0 und coty, = cota, [(cosz, —1) = -w> 0.
Damit ist (94) bewiesen.

4. Basisdreiecke mit maximalen Umfang

Gesucht ist das Basisdreie®dABC° mit maximalem UmfangdJ®. Mit Blick auf (85c), d.h.
b=cl¢os' a unda® =c? [ﬁco§” a-2tos" a +1), gilt fir den Umfang der Basisdreiecke

U=U(z)=b+a+c=c@"+cR/Z" -2 +1+c, z:=cosa, 0<z<1l.

% Ein Computeralgebra-System erleichtert die Umforgamerheblich.
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Notwendig ist fiir das Maximurd'(z) =c&™* In

nz" - (n+1)x

\/22n_2|1n+1+1

Umformung des Klammerausdrucks 2nz"™" - (n +1)2 [Z*+n°=0.

Wir betrachten die einfachen Beispiele:

J: 0 bzw. nach der

n=1. 2@ -1=0. cosa®=2° =12 . a°=45, a°=b°=c/+2=07071¢.
AABC® ist das gleichschenklige Basisdreieck im Kreis tdit = CEQ\/E+1)= 24142¢.
1+
n=2. 4 -9 +4=(z-2)f4F*-2-2)=0. cosa®=2°= g/3_3:0,8431
aO a.O bO XO yO UO
174433, | ¢ q/473—5551/3_3 25+9V33 | 1 [027+47/33
= 3263 32 16 2 128 64 2 =22646¢
~07108¢ | ~05539¢ ~ 0599t | = 0382
n=3. 6 -16x*+9=0. cosa®=2"= 8_25@ =(0,8979.
aO aO bO XO yO UO
< 2611 ¢ [376-10030 | C [40-5/10 | 37-810 | C [55/15gs1
g 3 P 18 =219725¢
~ = = 03190¢
- 072408 = 0,47325¢ 0650L¢ 3

5. Basisdreiecke mit minimaler Summe der Seitencatadr
Gesucht ist das Basisdreie@ABC*, mit minimaler SummeS™ der Quadrate der Seiten.

Esgilt S=z)=a?+b?+c? =2c*[{z?" - 2" +1), z:=cosar, 0<z<L1.

n+l

Offensichtlich istS< 2c?, denn im zuléssigen Intervall igf™ < z™*, und fiir z - Obzw1

folgt S - 2¢®. Furn=1 ist S=2c* unabhéngig vog, (Satz des Pythagoras).
Sein>1. Das Minimum folgt aus der Ableitung(z) =0, d.h. (2nZ"* - (n+1))Z" =0.

n+l

1
+ n=1 Y —

= COWX:ZX:(n—lj”‘l, xxz(—“Jrl g, s*=2ce-" "o
20N 2[h 2mh

.. . . < % 1 < 3 o

Furn - o« konvergieren die Werte z© - ,1 X" - E[@;, S *5& .

AABC* nahert sich fiir groeeinem gleichseitigen Dreieck an, (mit abnehmeittire).
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n z" a x*/c s*/c?
2 34= 075 =~ 4141° 27/64= 0422 229128= 1789
3 J6/3= 0816 | = 3526° 4/9= 0444 46/27= 1704
4 3/5/2= 0g55 | =324 503/25/32~ 0457 | 15[%/25/128= 1657
17 = 0961 =~ 1605° ~ 0489 ~ 1540
n- o 7.1 a- 0° X* . Y20 S . 3/2¢?

Wir schliel3en mit einem Vergleich der Lage der Extpunkte.
Weil mit wachsendemm die Ordinaten aller Kurvenpunkte gegen Null gehgenigt ein
Vergleich der Abszissen.

Da sich sowohlxmax(n)< Xmax(n +1) als auchx*(n)< x*(n+1) abschatzen lassen, wachsen

die Folgen monoton gegeqnaX(OO): C/\/E bzw. xx(oo) =c/2.

Fur 2. suchen wir Schranken zu den Losungen vdi2:=(n-1)Z™ -nz"*+1=0 und
o 1 2 Y(n+))
setzen dazz=u" (u>1), sodassf2= f2(u,n)=u [@u—1+n—n[ﬁu )y j

Furallen=>2 gilt f2(5n)>0 und f 2(3n) <0, d.h.§< x(n) :CQE'(n)"+l<%.

Zu jedemn kann aus f2(u,n)=0 (statt grober Schranken) die Lésungn) ermittelt
werden.

_ 2 l/(n+1) _ 2 \x
Flrn - oo folgt mit dem Grenzwertim qunL :Iimu)l:—L =-In(u®) die Gleichung

Noo X-0

u—1-20n(u) =0 mit der Lésungu(e) = 351286, x{(c0) = ¢ (o)™ = 0,28467¢.

Es gilt bY(e0) = xY() < ¢, @{e0) = ¢ — x™(e0) und folglich y~(e0) =180 .

. . . a_(n+12)? .
Analog ermitteln wir fir 4. mit f4:=2F" 1—%22 +n=0, z=u"™ undn -

die Gleichung2/u—20n(u)-2=0 mit der Losungu(eo) =1 , x°(e0) = ¢ i{e0) " =c.

Zusammenfassend:

n=2 = monoton wachsend€n) (Nachweise z. T. Ubergangen
ctv5-2)= 02360 < x"(n)< x (o) = 0,2847¢
c[27/64= 0422t < x*(n)< x*() = 05L& ,

c/8/27 = 0544E < X (N)< X, () = ¢/~/e = 0FOTLE ,
x°(2)= 0599 < x°(n) < x°(w) =c .

(95)

Einen Uberblick liefert die nachfolgende Grafik.
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C*: y=max
CX.

a® +b’ +c® =min
Ciax: h =max
CO.

a+b+c=max

7.2. Einbeschriebene gleichseitige Dreiecke

Der Ek(n) kbnnen gleichseitige Dreiecke einbeschrieben aerGenauer gilt:

| Jeder Punkt der Eikurve ist Eckpunkt eines einbésobnen gleichseitigen Dreiecl{s.
Wir iberzeugen uns von der Aussage durch folgerimlegung.

Auf der Ek(n) wahlen wir einen beliebigen Punkt als Drehpunkt und drehen digk(n)
positiv um 60°. Das Bild bezeichnen wir nik*(n). Jeder PunkP der Ek(n) geht dabei in
einen PunkP* der Ek*(n) Uber. Die beiden Kurven schneiden sich in denkBumA = A*
undC = B*. Der PunktB* ist das Bild eines Punki® derEk(n).

Das DreieckAABC ist gleichseitig, denhAC| = |AB und OBAC=60".
Ek(n):
Ek ASAS o | [ X(@)=Ak0s™ ¢

y(#) = 1 [©os" ¢ Bing

Ek*(n):

o * x(¢) - x(¢) = x0(¢) - x0(¢,,)
y'(#)- y(#.) = yolg) - yo(g,) (96)
mit

x0(¢):= A (oS ¢ [codp + 77/3)

y0(#) := A [€oS' ¢ [$in(g + 77/3)

o -n/2<¢<nf2

Cc=B*

Der Parameterp ist Richtungsvektor fur P, aber nicht fur P*

Die Formel (96) ist eine Verallgemeinerung der Fant86b) aus6.3.. Vor und nach der
Drehung erfolgt eine Verschiebung des PunieschA und zurick.

X , CosO -sind . ,
und der DrehmatnxD(d)z _ beschreibt dies
y sind coso

die Vektorgleichung (P~ A”)=D(3){P- A). (96a)

Mit den OrtsvektorenP :(

Nach Anwendung der Additionstheoreme folgt mAit= A und J = 7/3 die Formel (96).
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Die Richtungswinkel der EckpunkBzundC erhalten wir aus folgendem Gleichungssystem

XD(¢B):X(¢C) XO( B)_XO( A):X(¢C)_X( A)
yD(¢B) = Y(¢c) yO( B) - y0(¢A) = y( c)_ Y(¢A)

Dieses System ist im Allgemeinen nur durch N&hesuarfahren numerisch 16sbr.

bzw . (97)

So folgt fur dieEk(3) bzw.EKk(5) néherungsweise aus (97) fir vorgegetgn
n=3: (@0 0.)=(0,3487,-3487), (10° 4169, - 3145°), (30° ,900°,- 300°);
n=5: (4,0 6.)=(0,2506°, - 2506°), (10° 3149, - 2391°), (30° ,900°,- 300°).

Der Kosinussatz liefert eine allgemeine Formeldig Lénges:|PlP2| der Sehne zwischen
zwei Punkten auf ddgk(n):

PR =5(#,.¢,.n) = cos"(¢,) + cos"(8,) - 2(¢08 (4, ) reos (¢, ) (codg, - ¢,) (4. (98)
Wir erhalten fur der 0. g. Naherungslésungen dieeSkingen

n=3: s(0,3487°,3)=063154, s(1® ,4169,3)=0,6394 1, s@BC,90°,3) =0,6495 4 ;
n=5: s(0,296,5=051671, s(1C® ,3149,5 =053291. s@3C,90°,5) =04871A.

Kontrollrechnungen bestéatigen die Seitengleichtgig,, @5, N) = S(@,, P, N) = S(Pg, P, N) .
Wir wenden uns einigen speziellen Beispielen zu.
1. ¢,:=30° mit ¢ =90, ¢. =-30C ist aus der Grafik ablesbar.

Die Seitenlange betragt= cos' (30°) (A = (\/:_3/ Z)n .
2. ¢,:= 0° und die Symmetriebedingurgy. = — ¢, vereinfachen des System (97) :

cos ¢, [codd, + 71/3) = cos' @, [Eosp, —1+1/2
cos ¢, [Bin(g, + 77/3) = cos ¢, [{—sing,) ++/3/2 .

Nach Quadrieren der Gleichungen und ihrer Addisowie nochmaliger Quadratur entsteht
eine algebraische Gleichung fur

Z:=cospy : Ay -3 -2™ +1=0. (99)

Diese Gleichung kann auch a6&. (85) ermittelt werden.

Den aus (99) bestimmten Winkel, bezeichnen wir extra mi$,. Zum Winkel a = ¢,
gehort der Winkels =30°. Vgl. (85).

Ist X, := X(#,) = co$™(d,) , so betragt die Seitenlange= (/1 - xo)/cos{30°): 2(/1 - xo)/\/é
Wir ermitteln aus (99) die (unhandliche) exakte wig @, fiir die EK(3).

47° -3F° -2F" +1= (z2 —1) Eﬂ4 F+z'-7° —1) =0 besitzt die nichttriviale reelle Lésung
7 =L {197+ 18113 +1197-18R/113-1)= 0673136, ¢, = arccoh/ 7= 3487027

% Mathcad stellt z. B. die Routine ~Suchen” bereit.
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Wird in der obigen Bestimmungsgleichurzj =Ju gesetzt, so entsteht eine Gleichung fur
die x-Koordinate x, = x(¢,) = ulA: (u-1)f16mm? -9 +3m-1)=0.

Die betreffende Losung isti= (24):1_16[@/8 1/113+83-3/83/113-83+ 3] =0453112.

Die Seitenlange betragt=2(A - xo)/ \3=0,63149Z4 .

Fur eine ndhere Analyse der Lage aller einbesobmiet gleichseitigen Dreiecke ist der
Winkel ¢, von Bedeutung:

Durchlauft ¢, die Winkel von 0° bis 30°, so durchlagft die Winkel vong, bis 90°;
@. ist negativ und erfasst zumindest die Winkel 2wise- ¢, und —30° !

Bei Beachtung der Spiegelung an geAchse, sind also alle Dreieckslagen durch die Winke
0°< ¢, <30 bestimmt.

Plgo)  P(30)

o]

Ek3) : ¢, >30°. EK() : ¢, <30°

Der Abbildung entnehmen wir, dass fu .
: : P(¢o) P(0
n>3 der Winkel @, <30° ist. Ek(2)

Esisth = tan(30°) [A/Z = 0288. (A. Ek(4
Aus (11) folgt ymax(n +1) < ymax(n) und Pao) | P
Youd4) = A116V5/125= 0268.04 <h. "

= Die Ek(n>3) schneiden die 30 A2 | 30°
Schenkel des DreiecksOES.

Ek(B

3. Gleichseitiges Dreieck mit maximalem Umfang.

Die Umfange der gleichseitigen Dreiecke in eifgd(n) variieren nur geringfigig. Wir
ermitteln mit einem numerischen Optimierungsveahdas einbeschriebene gleichseitige
Dreieck mit maximalem Umfand. D.h. unter Beachtung der Nebenbedingungen (97 wir

S(@,, §5,N)/A maximiert.
Die Tabelle enthalt fir einigeék(n) die Werte der Eckpuni&,B,C ,sowie die Seitenlangs

den Umkreisradius = s/\/L_% und MittelpunktM = (A+ B+C)/3 der maximalen Dreiecke.

2" Mathcad stellt die Routine .Maximieren" bereit.
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A:=1 Pa Pe Pe S r
n | Axdya) | Belvs) | Clx/ve) max | M (xy /Yy)
. 0° 60° - 60° 0,5
1 (1/0) | (0,25/0433) (0,2510433) | %90 | (05/0)
5 30° 90° -30° 0.75 0,433
(0,65/0,375) (0/0) (0,65 /-0,375) ’ (0,433 /0)
3 23,432° 57,661° -30,581° 0.6516 0,376
(0,71/0,31) | (0,08/0,13)| (0,55/-0,33) ' (0,45/0.04)
4 18,014° 43,909° -27,737° 0.5874 0,339
(0,78/0,25) | (0,19/0,19)| (0,54 /-0,29) ’ (0,51/0,51)
. 15,976° 37,460° -25,170° 0.5405 0,312
(0,79/0,23) | (0,25/0,19)| (0,55 /-0,26) ' (0,53/0,05)
5 14,794° 33,226° -23,129° 05036 0,291
(0,79/0,21) | (0,29/0,19)| (0,56 /-0,24) ’ (0,54 / 0.05)
3,722° 4,380° —4,051° 0,057
2001 (0,65/0,04) | (0,55/0,04)| (0,61/-0,04) | 99988 |(0,605/0,03)
T 0° 0° 0° 0 0
* (%o 0) (0! 0) (%o / 0) (%o / 0)
*  Alle einbeschriebenen gleichseitigen Dreieskel kongruent.
* %, =1//e = 06065, Vgl. S7 (19).
Ek(2) Ek(3)
— 7—77‘_@_7,7_‘ E—
S () BT
Ek(6) EK200)




Eikurven - 57 -

7.3. Einbeschriebene Rechtecke (numerische Losurngen

Der Ek(n) werden (seitenparallele) Rechtecke einbeschrieben

3 .| EK0: y(g)=A 08 (9)sin(e)
| x(¢) =4 cos"(¢)

Nebenbedingungen:

Y1 Y2
0 (100)

:x1 —= l : Xp A ylzy(¢1):y( 2):yz.:y

0<Sy<y, =4

(n+2)™

Gesucht sind die Abmessungen spezieller Rechtecke:

(A1) Ein einbeschriebenes Quadrat=Xx, =X, =21[Yy.

(A2) Ein Rechteck mit maximalem FlacheninhaltA= 2[(x2 - xl)[y = max!

(A3) Ein Rechteck mit maximalem UmfangU = 2[(x2 - x1)+4[y = max!.

Da die Angabe der Lésungen in geschlossener Fogmebet ist, wenden wir hier bekannte
numerische Naherungsverfahren®an.

Unter Beachtung der Nebenbedingung in (10®)os' ¢, [3ing, = cos' ¢, [$ing,
werden die Winkelp, , ¢, aus den betreffenden Forderungen ermittelt:

(A1) cos™ ¢, —cos™ ¢, =2[¢os ¢, [3ing,
(A2) (co§+1 ¢, —cos™ ¢1) [2[¢oS ¢, [$ing, = max!
(A3) 2 [ﬁco§+1 ¢, —cos™ ¢1) +4[¢oS ¢, [3ing, = max!

Die nachfolgenden Tabellen enthalten fur eiritdign) die ermittelten (gerundeten) Werte.

(Al) Einbeschriebenes Quadrat.

8/° | &7 | X/A | %/A y// A AN | U/
675 | 225] 0,465 0,853 0,353 _ 0,7071 0,5 2,8284

51,92| 19,76 0,2347 0,8334 0,299 0,5989 0,3587 3958,

43,07 18,04, 0,2848 0,8173 0,266 0,5325 0,2836 130D,

) 5

3 3

37,29| 16,80, 0,3187 0,8042 0,2427 0,4854 0,2356 9417,

33,18 | 15,82 0,3437 0,7932 0,2248 0,4495 0,2021 798D,

30,08| 15,020 0,3632 0,7839 0,2104 0,4208 0,1771 6831,
)

Bmmbwmn—\s

15,34| 10,04 0,4669 0,723( 0,1281 0,25p1 0,0656 ,0245

X, - A/Ne=060692 ,vgl.S7 (19). y — Yy — 0. S 0.

2 Sjehe FuRnote?6 und?27.
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(A2) Rechteck mit maximaler Flache.

n | 8 | 8| XA | %A | y/A 4 | AwdA | U/

1 67,5 22,5 0,1465 0,8536 0,353pb 0,7071 0,5 2,8284
2 5501 17,17 0,1887 0,8722 0,2695 0,6835 0,3684 4449,

3 47.60| 14,44 0,2068 0,8796 0,2264 0,6728 0,3047 2513,

4 42,60 12,70 0,2168 0,883% 0,1991 0,6667 0,2655 1293,

5 38,84 | 11,47 0,2232 0,8860 0,1798 0,6628 0,2383 044B,

6 35,96| 10,54 0,2277 0,8877 0,1652 0,6601 0,21/80 9808,

20 20,76 591 0,2443 0,8940 0,0926 0,6497 0,1203 6698,

X, »= 0252[, X, - = 0B97[A. y - = 0690¥,,, — 0. A, — O. Siehe unte.4.!

(A3) Rechteck mit maximalem Umfang.

n ¢1/° ¢2/o Xl//] XZ/A y//] S//] A//]z Umax//1

1 67,5 22,5 0,1465 0,8536 0,3536 0,7071 0,5 2,8284
2 58,62 | 14,27 0,1412 0,9103 0,2315 0,7691 0,3561 4642,

3 53,54| 10,20, 0,1247 0,9383 0,1688 0,8137 0,2746 3023,

4 50,10 7,74 0,1085 0,9553 0,1298 0,8467 0,2199 1282

5 47,54 6,11 0,0947 0,9664 0,1034 0,8718 0,1803 5731

6 45,52 | 4,95 0,0829 0,9742 0,0844 0,8913 0,1504 202,1

20 | 34,19| 0,73 0,0186 0,9983 0,0126 0,9797 0,0248 010D,

X - (), X, = A. Yy - 0.U max — 2

n=6

—— Eikurve
=-m-8 Quadrat
o®e® MaxFlache
44 MaxUmfang

n=20
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7.4. Einbeschriebene Rechtecke (Approximation fiio8e n)

Die numerischen Naherungslésungen fir die flachemmeaden Rechtecke lassen vermuten,
dass deren Abszissen, mit wachsendemm Grenzwerteninnerhalb des Intervalls (Q.)
zustreben. Zur genaueren Untersuchung wahlen widi Eikurve Ek(n) eine geeignete
Naherungsfunktion. Vereinfachend setzen wir den $¢i&fSaktord =1. Es gilt furO<x<1

y[E n) 2] oo )D o

n+1 x[ﬂn+1) 3[ﬂn+1) (n+1)?

-2
Zu Nachweis wird links die Reihenentwicklung van* -1 eingesetzt

R
rechts werden die Reihenentwickluhidx) = 271 1-x) “undl= Z(l— x)“ benutzt.

00
k=1 X k=0

Aus (101) erhalten wir far dieEk(n, A :l) mit den zwei ersten Klammersummanden eine
sehr gute Naherungsfunktion (schon fir kleihe

y:=92(x,n)=xE{/ (X) 2d1-x ). gZ(x,n)zf(x,n):\/x“%]l—xz. (102a)

n+1 x[ﬂn+1)

Fur unsere Untersuchung & o) ist jedoch die einfache Naherung geeigneter

y:=g1(x,n) =X —20nbg 1 a/-x20n(x?). gixn) - f(xn). (102b)

n+l  Jn+1
— f(x.3) | g - — {(x,20)
= gl(x3) - gl(x, 20)
oco g2(x,3) 000 g2(x, 20)

Wir ermitteln fur y = gl(x,n) die Koordinaten des einbeschriebenen maximalerlnlﬁeks.

Es genigt, die Werte fiy = g1(x,0) zu bestimmen, denn wegegi(x,n) = \/_ Hg:l(x 0)

werden die Ordinaten fur gleiche Abszissen im festerhaltnisl.: Jn+1verkiirzt.

Es bleibt damit auch das das Verhaltnis der Rekhémhe zur Gesamtflache fur alegleich.
Bezeichnenx,(n), xmvz(n) und y,,(n) die Eckkoordinaten des maximalen Rechtecks, so gilt
X 1(N) = %,1,(0) und y,.(n) : y,,(0)=1:/n+1. Ist y,(n) das Maximum vony = gi(x,n),

so gilt entsprechend, () = xmax(o) und vy, (n) : ymax(n)= ym(O): ymax(o): const .



Eikurven - 60 -

0.7
H Xmax: max
o6l Y] y =g1(x,0) = x 1/-20n(x) (102¢)
g1(x,0)
0.5]
d 1

0.4f y &y:\/—zuhixi—iﬁ_zmnx =0 =

Xnax =1/\/€ = 06065, Yoy, =Y E = Xy,
0.2

ot Nach (102b) konvergiert fir diek(n) der

R x-Wert des Maximumsx - A/\e .
0 01 02 03 04 05 06 07 0§ 09 1 (Formel19 )

Werden zu vorgegebenem y in (102c) di®Verte gesucht, so erfolgt die Auflosung der
Gleichung (102c) nackmit Hilfe derLambert-W-FunktioR®

Die LambertW-Funktion v =W(u) ist die Inverse der Va
Funktion u= f(v) =v[e". l v = Wy(u)
_ _ _ _ 0.51 u=vee'
Sie besitzt zwei (reelle) Zweige:
— — t +> |
V:WO(U) —l/eSU<00 , WO(U)Z_]. -0.35 0 0.5 1 1.5
v=W,(u) -Ze<u<0, W,(u)<-1. T
EPe _i
EP(-1/e,~1) undWP(-2/e* -2) sind die Extrem- und
Wendepunkte der Kurve. st
V= W _4(u)
Die W-Funktion steht in den gro3eren CAS-Systemen zur WP'52_7:~—
Verfligung,
(z.B.Mathematic&l, Maple], z.T.Mathcad]). Hast

Gleichung (102¢) wird umgeformt: y* =x? EI]n(xz): eV mit v:= In(xz):W(—yz)! Also
gilt —y? =x? EI]n(xz): x? EVV(— yz). Day im Intervall 0<y<y__ =1/-/e liegt, sind beide

W-Zweige Lésungen fur (102c):

_ -y o_ Y
y=xO/-20n(x) = X, =—2— | x’=—2 . (102d)
oWy T Wy (D)
Wir beantworten jetzt die eingangs gestellte Veumgt indem durch Intervallschachtelung
und CAS jeney-Wert ermittelt wird, fir den das Produlk(y) = (x2 - xl)[y maximal wird.

y | A(y)
-y? - y? 0,41830 0,269826940
Aly) =y w,(-v?) VW, y?) 0,41835 0,269826959
o\ Y 7Y 0,41840 * 0,269826965 *
Mathcad 14.0---> 0,41845 0,269826957
0,41850 0,269826935

% ERICW. WEISSTEIN CRC Concise Encyclopedia of Mathematics, CRC Frsida(USA) 1999.

Siehe auch https://de.wikipedia.org/wiki/Lambelnes W _Funktion.
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Zusammenfassendy,,(0) = 041840.., x_,(0)=0,25200.., x_,(0) = 08969.. ,
A (0)=02698.., v (0):y,.(0)=06898...

Entsprechend konvergieren fir di&n) die Werte des Rechtecks mit maximaler Flache:
n-o: X -025204, x, - 089694, vy - 06898y, - 0.

Aus der Flache und dem Rotationsvolumen wongl(x,0) kdnnen analog Naherungswerte
fur die Ek(n) gewonnen werdef.
3) N 21

A(O):x/EJ;x In(1/x dx:%F(— = VX(O):ZﬂIlen(]/x)dx:ZHéI'(Z):?.

2
: — Jm __2n 3
Ekn):  Aun(n) = m Vynsn(N) = 9 [q N l) [A

Ein Vergleich mit den exakten Formeln (9) und (2dgibt

°, (103)

VXn'ah(n) = 3n + 3
Vi(n)  3n+1’

Aiﬂ% a/n+l= ﬁ (Produkt von VLLIS 18b) ,

7.5. Einbeschriebene Rechtecke (spezielle geschlussdsungen)

Dieser Abschnitt liefert einige L('jsungen die isg@dossener Form darstellbar sind.
Nach (100) gilt y? = A* [€0$"(¢) Bir?(p) = F ffco” (#) - co$™?(¢)).

Wir setzenz=cog(g) , y=plA, 0<ps< ﬁ . " -Z"+p’=0, (104)

und wahlen diese Bestimmungsgleichungzéts Ausgangspunkt der Untersuchungen.

Fur den_Kreisek(1) ergibt sich ohne Schwierigkeiten die bekannte bgsuwlass das ein-
beschriebene Quadrat alle drei Forderungen Al-ABlter

1.
Furn=1gilt Z2-z+p°’=0,0<p’<¥4 ,dh.z, = E[ﬁl+J1—4Epz ) X, =4,

(Al) erfordert z, —z = 2[p, d.h. /1-4p? =2p mit der Loésung p°= ¥8 und den
Werten X, :%(21\/5) : _ﬂ_zty cot(g,,)= %2 - o1, ¢, =4+ 8. %
y ,

(A2) filhrt auf die Bedingungf(p)=20z -z)p=20/1-4° [(p = max, d.h. die
2[p-160p°
Vp* -4’
(A3) fuhrt auf die Bedinguncg(p) =2z, - z)+4p=20/1-4p* +4p = max, d.h.
auf die Gleichun@’(p):ﬂ+4 =0 und (erneut)p’ = ¥8. U =4%= 20Q/2M .

J1-40p°

2

Gleichung f (p) =0 mit der (gleichen) Losung’ = 8. A=¢° :%Dﬂ .

% GRADSTEINRYSHIK; Tafeln. Formel 4.272_6.
3 Mittels Additionstheorem und catfd) = cot(2v8)=1 nachzuvollziehen.
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Fur die EK3) folgt aus (104) z*-Z+p®= 0, 0< p? <27/256 bzw. 0< p<3/3/16.
Wir verwenden die Faktorzerlegung

{22 Lal L@ _1)[Ga_1)HZZ _atl @ —1)[ﬂa+1)} - 47 eplaf =0

2 8[a 2 8la

2 _
mit p= p(a):zag—ﬁ1 Ja’-1,1<a<2, 0=p(l)< p< p(2):3\/1_3/16, p(a) monoton.

Der erste Faktor besitzt keine reellen Losungers deam zweiten Faktor folgen die Losungen

+1 (o
cog( 12)2212:4iﬁ a+«/2—a),

2—
y=/ %E«l/az 1, x, =A% =) gﬂ[(uh/a@z a)). (105)

Zum Beispiel hat fua =9/5 das einbeschriebene Rechteck die Eckpunktkoordinate
y=A[4/14/225 x =A[39225, x,=A196225=4% und Richtungswinkel
#, =arccok/7/15)= 4691°, ¢, =arccok/1415)= 1496,

Wir ermitteln fur die Spezialfalle (A%JA3) die entsprechenden Paramet@runter
Verwendung von (105).

A [2oy@]f =[x,(a)-x (@) = (f:l EﬂZW A’ +a- 1):0

3 :(_15 [@82+6g/159+%2—6@/159+4j ~1875550

y(a,)=10,26624, x(a)=~A028484:, x,(a)=AMD817338

02 Le)to)-x@l=0 - OV o v5m-g)=o.

a, :1—12 [Q%/567+ 420177 +3/567- 420177+ 9] ~1785124

y(@,)=10,22642; x(a,)=~AMD20676; x,(a,)=AD0879566

~ala? -1)2a-1)+/a’ ~1/2-al2a? +1) _

2@’ [/2-a
= (a®-1)dm@® -12m@" +a° -4@° -2)=0.

(13 T [2e)+ bo(e)-x(a)]=0 = =0,

a, =1,6433565 (nur noch numerisch!!) .
y(a,)= 10168690 x,(a,)=~A0124597 x,(a,)=A0,938369
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7.6. Umbeschriebene Rechtecke

Der Ek(n) werden Rechtecke umschrieben. Zu Ermittlung deniBrungspunkte drehen wir
die Ek(n) um den Ursprun@® und greifen auf die Ausfiihrungen im Absch#itB. zurlck. In
dieser Lage ergeben sich die Koordinaten aus dertlingen (86-3,4) als Funktionen vom
Drehwinkel . Mit der DrehmatrixD(J) werden die Eikurve und das umschriebene Rechteck
in die Ausgangslage zurtickgefiihrt. Fir die Bereogen werden nach Mdoglichkeit die
Symmetrieeigenschaften dek(n) genutzt.

E4 |

E1 T d E2 EQ\/,«”X

In Bezug zu den Lésung von (86-3,4) setzen wir

2
w(d,n) = —n—+1[1tan5+ n—+1E1tan5 +1 ,0<0<n/2, (106a)
2n 2n n

w(n/2,n) := Sim_w(g,n) =0 .
Es folgen die Winkelformeln

tang,, (3,n) =w(J,n), tang, (J,n) = -w(- J,n),

tang.(d,n) = -w(r/2-,n), tang (d,n)=w(d-m/2,n), (106b)
und schlie3lich die Punktkoordinaten aus (86b) gt ¢(6, n):

X(0,n) = A (€03 ¢ [Eosp + J) = A [toS ¢ [{cosp [0S — sing [3ind)

y(J,n) = A (€03 ¢ [3in@ + J) = A [£oS ¢ [{cosp [3ind +sing [¢0SD). (106c)

In (106c) werden entweder die Winkel aus (106byesetzt oder cgs und sinp durch tamp
ersetzt. Es kdnnen auch Symmetriebeziehungen vdetererden:

xe(0.n) =y, (m/2-0,n),  x.(a,n)=y;(7/2-6,n),
ye(0.n)=x,(m2-0,n), vy (0,n)=x(7/2-3,n) , usw. . (106d)
Die Koordinaten der Eckpunkt& werden aus den Koordinaten der Beruhrungspunkte

kombiniert.
Wir fuhren dies (als Beispiel) fur diek(3) mit d = 71/3 durch. Siehe obige Grafiken.
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tang,, =w(77/33) = e (\/E 2) 01363, ¢, (n/33)= 776°,
tang. = -wl-7733) = -3 (JE +2)=-24457, $.(n/33)=-6776"=~(3+4,,),
tang, = -w(77/6,3) = £( ﬁ) -03090,  @(n/33)=-1717,

tang, =wW(-77/63) == */_ (2+J_?>) 10788, é. (n/33)= 4717 =nj2- (5 + @,).

X, = 1 > [fcosd - tang,, (3ind)= 036824 ; analoge Rechnungen ergeben
1+tarf ¢, )

Xy )_ (0368 1 ()= 00537 4 [*e).[0839 1% -0092 )
y, ) 109004 ' |y, ) \-00073 " (y.) 05929 " |y, 0,3002
GG GalGe) e GeG)

Ye1 Yr , Ye2 Yr ' Yes Yu ' Yea Yu

Die Punktkoordinaten der Ausgangslage folgen nsitBriehmatrixD(J) :( 00_85 sméj.
—-sind cosd
:E =D(77/3) x"El,...,x’E4 _(~00527 03135 10996 0733 J
Ye YeirrnYea) \ 00767 -05576 -01037 05305

SchlieB3lich ermitteln wir noch die Seitenlangen,fdng und Flacheninhalt des Rechtecks.
h(a,n) =y, (d,n)- y;(3,n)=09077A, d(3,n)=x,(d,n)-x_(J,n)=07324A .
U(a,n) = 20{h(g,n) +d(d,n)) =32802A, A(J,n)=h(d,n)c(d,n) = 066482
Wir suchen (analog zu den einbeschriebenen Redrigclie Lage und Abmessungen
spezieller umschriebener Rechtecke:
Al) Umschriebene Quadrate=h=d.

A2) Umschriebene Rechtecke mit extremalen Flachedien A=hld = max/min.

A3) Umschriebene Rechtecke mit extremalen Umfariden2 fh+d) = max/min.

Die Losungen sind Funktionen v@hundn.

Da die Beziehungenl(d,n) =h(77/2-4,n), U(J,n)=U(m/2-3,n), Alo,n)= Ali/'2-3,n)
gelten, genugt es aufgrund der Symmetrie den WhiigkelchO < J < 71/4 zu betrachten.
Wir bilden mittels (106) fiir reellex =1 die Funktionen

U(a,x)=20h(6,x)+ h(mr2-5,x)],  Ad,x)=h(d,x) (772~ 3, ) (107a)
und stellen diese mit ausgewahlten Parameterwéted < 71/4 grafisch dar.

Offensichtlich liefern fur allex =n die Drehwinkeld = 71/4 und d =0 Extremalwerte fur

Umfang und Flacheninhalt der Rechtecke. Die Enidcimg Uber Maximum bzw. Minimum
hangt jedoch von ab!
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Das Rechteck fup = 71/4 ist ein umschriebenes Quadraennd(d,n) =h(77/2-,n).

Das Rechteck fio = 0 ist achsenparallel. Wir bezeichnen es als Badiseek

0<d<rn/4.

A02)=A61)= A{’ZT ,1) . Kreis.
A0,2)> A(5,2)> A{’ZT ,2) .
A(0,n) < A(,n) < A{%Tnj n>2.

J5=45" A(0,n)- A £0sSBINJ - 0,

~5=0° n- o,

A2
0.9

R - Rechteckflachen A(3,n)
0.8 R

0.7

0.6/

0<d<rn/4.
Uk

3.5

n—- o,

Hier moge die Grafik einen exakten Beweis ersetzen.

1 0
FUr n - oo gelten WegenW(i o, n) -5 Eﬁt tand ++/tarr 5): {tané' die Grenzwerte

vy (o.n) = A —[{sind +w(J,n)£0sd) — A[Bind, (107b)
1+w?(d,n)

vy (o,n) = A — [{sind - w(- &,n) [€0sd) - A D, (107c)
1+w?(-J,n)

h(d,n) =y, (0,n)- y;(d,n) -~ ABIng, h(r72-J,n) ~ AGIn(77/2-0) = A [toss,

und mit (107a) U(d,n) - 2A[fsind +cosd), A(d,n) - 2 BindEosT . (107d)
Diese Grenzwertbetrachtungen bestétigen die Anseclipuwlass sich die ud gedrehteEk(n)
mit wachsendem ihrem Durchmesser annahert.

Abschlie3end folgen die Formeln fur die Eckkoortima den Umfang und den Flacheninhalt
der umschriebenen Quadrate und Basisrechtecke.
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Fur das Basisrechtedann unmittelbar au8.2. (11) zuriickgegriffen werden.

Ed__ H=Pma:-: E3

N

1 n n+l
Yimax = ﬁ m v Xnax — Jﬁ Eymax’
Xa(ON)=0,  Xg,5(0n)=24,

yE:LZ (O’ n) = _ymaX! yE3,4 (O’ n) = ymaX'
dlon)=A, h(on)=20,.,
u(on)=2m+405,,,, Aon)=205,,,.

Fur das_Quadratereinfachen sich die Formeln (106) einschliel3tdein DrehmatrixD(77/4) .

Mit den Abkirzungen
n+1)° 1 _n+l
T,=T,,(nN)=.]| — | += F —
12 =T12(") (2@1) n 2’
ergeben sich die Koordinaten
XBl,B4 :/1 |:([:2 ’ yB:LB4 :iA |:([:2 |:r2'
XBZ,BB :A |:([-':1 1 yBZ, B3 :i A |:([:1 |:rl'
Xg1 =/ [Cz [ﬂl_Tz) v Ye1 =0.
Xes =AC,ML-T,) , Y, =0.
Xeq X — Xy — X
Xe2,E4 :% Yeorsa =t %

3~ X1

X
Seitenlange S=v2[V,, = ET

Umfang U =4ls, FlacheninhaltA=s.

1
C1p =Cyp(n)= [ 2] o) (108)
1+ le
E4
4 B4 BB
E, Es
N
| B} “
E>

Die Tabelle enthalt einige Werte fii= 2, 3, 4. ur Ek(3) vgl. auch6.4.1).

n Basisrechteck Quadrat

2 Xmax=2\9@/1 : max=2—f/1 e =7 71111078\/1»7/1 S:WA
A= 70K , U,,, = 35400 A= W62F , U, = 349200

3 Xmax=136A 1 ymax=%/l xElE?,:”zﬁA ;5= 75&
Aun= 850 , U, = 32992 A= BTOF , U, = 327402

4 Xmaxzslzf : ymaleff/l XELE3:$]})O\/2970ESM/] , $=07893/
Ain = G2 Ui = 2452 A =030F, U,_ =357
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7.7. Einbeschriebene Kegel

Dem durch Rotation défk(n) um diex-Achse entstehenden Eikorper (VgI3) werden Kegel
mit der Spitze im linken bzw. im rechten Endpun&t &otationsachse einbeschrieben, kurz
.Linkskegel“ oder ,Rechtskegel” genannt. Gesuchtdwjeweils der Kegel mit maximalem

VolumenV, bzw. V.

Das Volumen desinkskegelsn Abhangigkeit
vom Richtungswinkel betragt nach (2)

Vi (#) = 5 [y k=" 0 oS p) 5irf () ? >

Fur den Kegel mit maximalem Volumen is

d
notwendigerweise%VLK ()= 0.

Das fluhrt auf die Bestimmungsgleichung
g 2 0" (¢) 3in(p) (2 20(s) - (3n+1) mird(g)| =0
mit den Minimallosunge1=0, ¢2=77/2, V(#1,2) =0 und mit der Maximalldsung ' :

tan(¢;): 3n2+1 bzw. cos(¢;)=1/§2:é, sin(¢iK)= 3n2+3 : (109a)

Die KegelmaRe betragen fiir die HoKe , den Radiusy’  und das Volume¥,, derEk(n)

n+l n 3 3n+l
* 2 * 2 * 2
« =/]E€13.n+1j Ly :AE€3n+lj | 2 Ve (n)= 2 [€3n+1j . (109b)
B 3n+3 LK 3n+3) I3n+3" '« 9(n+1) (3n+3

Wir erhalten die speziellen Werte

V2 . 4ln

Ek(1): XtK :g/], y; :?/], VLK :EAS, ¢’:K :arcta@/\/ﬁ): 3526°,
5
. _25 . _5/5 o (5 s

Ek3): X =—A, =——A, V =|=| =4, = arctafl/+/5)= 2409 .

k( ) LK 36 yLK 36 LK (6) 18 ¢LK I@/\/_) 40
Das Verhéltnis des Kegelvolumens zum Volunverdes Rotationskérpers betragt nach (21)

3n+3
* a‘]+1 2 *
Vv (M), (n) :(Sn +3j und konvergiert fim — : V" (n)V,(n) - Ve.

Die Kegelhohe konvergiert entsprechend: X — e = X, (c0) = 0,71652 .

3n+3 3n+3

2 2 m
Setzez.B. 2m=3n+3: Iim(3n+1j = lim (1— 2 j = lim (1—£j el
3n+3 m-el - m

n-o{ 3n+3 n-o
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Das Volumen deRechtskegelsetragt

Vee#) = 3 7 A -x) =
:’_BTDF’ mo§”(¢)|:$ir|2(¢)E(11—coé‘+1¢). X A-x A

d
Fur das Maximalvolumen giI{(EVRK(gﬁ) = 0.

Das fuhrt auf die Bestimmungsgleichung

g 2 02" (p) 3in(g) (|- 2n+ 2(n +1) 02 (g) + (3n +1) 0™ (g) - 3An + 1) o)) = 0

mit den Minimallosunge@1=0,$2 =772, V(¢12) =0 und auf die algebraische Gleichung
3fn+1)Z™ -(3m+Y) E™ -2+ )P +2h= 0 fur z:= codp’ ). (110)

Mit einer geeigneten Losung erhalten wir fir derchiRgkegel mit maximalem Volumen

X =) S (y;K)Z _ 22 E(l—zz) ’ V;K(n)zg(y;K)z [(/1 —x;K).

Wir begnigen uns mit den speziellen Werten furk@):

Aus (110) folgt 20{z% ~1)[{6* +72 -3 = 0 mit 2= @_1.

Y (3)= 37—\/27_3 Gy (3= 151E{/7_3;1051D42’ v (9= 211751/7?—1288157@3.
RK 2 [6 RK 2 |:6 RK 6

x (3)=03953A, vy (3)=03037A, V’ (3)=0,05840°.

B. (3= arcta|(|y*RK / (- X K)) ~ 2667 .

Analog zumLinkskegekrmitteln wir die Werte vor)(’;K (n) undVSK (n)/VX (n) frn - oo,
1
In (110) wird z:=a™! mit a:=x__ (n)/)l eingesetzt und der Grenzwert- o ermittelt:

3a[E(n+1)@”‘2*1 —(n+1)}+2a—2[E(n+1)@”31 -(n+1)}2 - 6alln(a) +2a-4Mn(a)-2

Verwende lim m:ln(am) mit x :i.
Xx-0 X n+1l

Aus (6a—4) [I]n(a)+2[ﬂa—1) = 0 folgt angenahera,, =0,43942, d.h. x;K (00)= 0439414 .

Das Verhdltnis des Kegelvolumens zum Volumen desitRoskorpers fur fest gewahltes x
2 -2

o= — 2Ur
tragt nach 219(x,n) =V :V, == | Am [k -1 K> A - x): o
betragt nach (3), (21)(X, n) g 3( ] {4 - x) ot 3
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und speziell (X (e).n) =q(a,,n) :% @2 [fl-a,)f3n+3-2) [E(am){fl —1]

_ 222 (fi-a, ) (f30n(az?) - 200] und damit folgt fir das

Firn - o konvergiertq(am,n) >

VqumenverhéiItnisV;K (n)/Vx(n) - 3M@2 E(aoo —1) [I]n(aoo) =0,2670

7.8. Einbeschriebene Kegelstiimpfe

In Erganzung zWw.7. ermitteln wir das VolumeV, s von Kegelstiimpfen, die dem von der
Ek(n) erzeugten Rotationskdrper einbeschrieben sind.

P Fi VKS(¢1' ¢2) = g l:qxl - Xz) Eﬁyf Ty Ly, + y22)
2

V2 Y1 mit X, =4 m:Oé]ﬂ( 1.2) '
\-592 X5 X1 2 Yi2 =/ m."Og( lz)gin( 12)

und 0<¢ <¢,<n/2.

~_ Speziell

Ve (0 =Vi 85| Vi) =V1c(0.,).

Zur Ermittlung der Kegelstimpfe mit maximalem Volaanrﬁ\/:S (n) greifen wir auf das schon

im Abschnitt 7.3. benutzte numerische Maximierungsprogramm zuriak erhalten u. a.
folgende Ergebnisse.

Nl g | B | XIA | XU | YA | YA | Vel B | VsV,
1 27,3 62,6< 0,788 0,211 0,408 0,408 0,302 0,577
2 21,95 51,40 0,7980 0,2428 0,3215 0,3042 0,1708 5700,
3 18,86 44,68 0,8020 0,2557 0,2739 0,2528 0,1191 5680,
4 16,79 40,06 0,8043 0,2626 0,2427 0,2208 0,0915 5670,
10 11,217 27,183 0,8088§ 0,2760 0,1604 0,1417 0,0388,5662
100 3,6790 9,0195 0,8119 0,2846 0,0522 0,0452 0,0030,5648
EK1) Ek(3) EK(10) EK(100)
_//’ \\\\‘\_ 7 —_ S S
; Jpam— Ve | e
I‘.\\\\ //,..»‘J -\\\&J/ / ‘\Lﬁl’

Die x - Koordinaten und das Volumenverhéltivig, /V,, konvergieren offenbar fiin — oo,
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Zur Veranschaulichung wird das Volumenverhaltvis /V, ber derx;-x-Ebene fing > x,

undn = 1 bzw.n = 100 dargestellt. Die geringe Lageanderung desirivlpunkts (xlxz)
und des Verhéltniswertes ist offensichtlich.

Die Grenzwerte vornx’ (n) und V:S(n)/VX(n) fir n - o konnen analog dem Vorgehen im

Abschnitt7.7. gewonnen werden. Auf die ausfuhrliche DarstelldegZwischenschritte wird
verzichtet.

2 2n
Es empfiehlt sich, das Volumevy mit Hilfe der Formel (3) y =VA™ [X™ —x* direkt

als Funktion der Koordinater, ,x, darzustellen und die Vereinfachungen=x,/A und
n
b:=x,/A zu verwendenV,s(X,, X,,n) = 3 OF [F (a,b, n).

Far die (mit 6+1) multiplizierten) partiellen Ableitungerﬁa(a,b, n) und fb(a,b, n) werden
(nach einer Reihe geeigneter Umformun@®ulie Grenzwerte fiin — c gewonnen:
g.(ab)= -(6Ina+2)@* +(4Ina+2—\/lnb/lna +4\/Ina[[hb)@[ﬂ)
- (2inb+2yinalinb - /inyina) b,

9y (a’ b) = ~0a (b1 a)-
Die notwendigen Bedingungen fiir das maximale Volunfg{a,b,n)=0 und f,(a,b,n)=0
gehen im Grenzprozess uber in die Bedingurgg(a, b) =0 und gb(a, b) =0.

Ein numerisches Losungsverfahren ergibt fir di€&legchungssystem die Naherungswerte

a, ~081229. undb, =0,28561. , d.h. X(0)=081234 , x;(w)=028564 .

Damit folgt der Grenzwert des Volumenverhaltniggksch Zerlegung in Teilgrenzwerte)
Vi (X (), % (), n)V,(n) - 05653.. T lim V" (M, ().

% Der Einsatz eines Computeralgebrasystems ist brertslfreich.
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8. Der Zusammenhang von Sehne und Bogenlénge aufrdek(n)
8.1. Grundlegende Vereinbarungen und Definition derkurvenfunktionen

Ankniupfend an die Abschnittg.1. und4.1. befassen wir uns in den folgenden Abschnitten
ausfuhrlicher mit dem Zusammenhang von BogenlaRgehtungswinkel und Sehnenlange
auf der verallgemeinerten Eikun&K(n) und treffen vorab Festlegungen der Bezeichnungen
und definieren neue Funktionen.

n
X

= GO\IKZ\ ) AT T~
(= Zz \y\\ / \\
“o \
v "y 4 ]
re 5 J
< y

Z
¢ ) L
X

0. B. d. A. wird der MaRstabsfaktar =1 gesetzt.

Die EikurveEK(n) liegt im kartesischerE(r])—Koordinatensystem(f2 +/72)n+1 =&, (=4)
Der Richtungswinkelg des Ortsvektors wird im positiven Drehsinn von aegativen
n—-Achse aus gemessen. Die Lange des vom Ortsveksohidebenen Bogens wird mit
bezeichnet. Die Bogenlange vergrof3ert sich mitrjetlenlauf des Ortsvektors um den Wert
des Kurvenumfangs. Bei negativem Drehsign<(0) wird auch die Bogenlange negativ
angegebenx< 0).

Dem zum Bogen der LaAngegehorenden Ortsvektor wird ein Funktionsw§re SO\(X, n)

zugeordnet, der folgende Eigenschaften hat: Liegt @rtsvektor (der Lange) in den
Quadranten | bzw. IV, so isg =1 , liegt er in den Quadranten Il bzw. Ill, so & —T .

Analog wird dem Bogen der Langeler Funktionswerty:CO\,(z, n) zugeordnet.
Mit Bezug auf die Herleitung der Formel (7) gilt
EK(n): r?=sin(¢) r2= cod"(y),

y(p)= st {g)3ir(g), y{p)= [cos ()| ody), ~w<py <.

¢
nqsiﬁ‘l(@a/l—kzﬁkirf(@da O<p<n, kK*=1-1n?,
W

(111)

x(¢)
Zw)=n0 cos™ (g TE1-K* od(@de, -n/2<y<n/2.

(111) ist mit den angegebenen Winkeln eine Parmt@tstellung der Eikurvenfunktionen

y=sov(x,n): x=x(#,n), y=y(#,n), 0<¢<m, Sinusovalicus

y=cov(zn): z=z,n), y=yl@,n), -m/2< g <nrf2, Kosinus ovalicus (111a)
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Zur Fortsetzung der Funktionen auf beliebige Bo@jegén—co <x < oo wird die Bogenléange
w= a)(n):U(n, A=1) des Umfangs deEk(n) benotigt. Die Werte konnen dem Abschnitt

3.1.entnommen werden.
Entsprechend obigétestlegungemgelten folgende Beziehungen.

,Halbperiode* = a;(n) = X(ﬂ)

Berechnung nach (111) y=sov§) fir 0sx<a«
y=cov() fur0<z<a/2

Reduktionsformel cov(z) =sovg+a/2)

Vorzeichenregeln SovEx) =-sovk) , covEz) =covk)
Quadrantenbeziehungersovi + a) = —sovk) , covz+a)=-cov(z)
Periodizitét sov+2a) =sovf) , coviz+2a)=cov()
Werte sovf)| <1, [cov)|<1l, -ew<x<oo

X |0 «/2 a 34/2 2w
sovk) |0 1 O -1 O
covx) |1 O -1 O 1

Der Verlauf der Eikurvenfunktionen wird in den felgden Grafiken deutlich.

=> (111)

=> (111a)

(112)

(113)

cov(z,3), sov(x,3)

sov(x,n)
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Beschranken wir die Winkelbereich der Parameterfyieigen (111a) geeignet, so existieren
(eindeutige) Umkehrfunktionen der Eikurvenfunktiane

arcsoly,n):=x(g,n) , y=y(p) , ~m/2<¢ < /2, Arcussinus ovalicys

arcco(/y, n) = z(g[/, n) , Y= y(t//) , 0@ <n, Arcuscosinus ovalicus (114a)
~w/2<arcsoly)< af2, O<arcco(y)<w, arcsovy)+arcco\y)=

arcsovty) = —arcsoly), arccovfy) = w-arccovy). (114b)
Zu jedemy gibt es eine unendliche Schar von Bogenléngen

x(y,n)=arcsow) = mizun), m= 012,..., -1<y<l. (115)

Die Eikurvenfunktionen sind eine Verallgemeineruleg Kreisfunktionen, denn es gilt
sovk,1) =sinx) , cov(1) =cosg) , w(l) =1, —0<X,2<0, (116)

Formel (111) vereinfacht sich namlich fid=1 zu

y(#)=sirlg), x j1@¢ ¢ und y(p)=cody), z jlmigo v

Aufgrund der Reduktlonsformel (112) kbnnen wir meWntIlchen die Parameterdarstellung
(111a) des Sinus ovalicus zur Grundlage weitergetdnchungen wahlen.
Hilfreich ist weiterhin die Tatsache, dass fur ugiesn diese Parameterdarstellung fur den

gesamten Periodenbereible X < 2a bzw. 0<¢ < 27 gilt.
8.2. Formeln fur die Bogenintegrale der EK(n); Reksion und Beispiele

Mit Hilfe geeigneter Software kann das in (111) gjggne Integral fier(¢,n) problemlos

numerisch ausgewertet werden, so wie es schonebetideugung der obigen Grafiken fir
die Eikurvenfunktionen geschehen ist.

Dennoch ist die Ruckfliihrung des Bogenintegrals
x(g,n) = E_fswf )Q1-k2 Birf (@) de O<¢<2in nungerade , , 1 (117)
0<¢<m ngerade n?
fur héheren auf wenige Grundintegrale mit bekannten Losundgfanen von Interesse.

sin'(¢)

d
2 Blnz(@ @ (118a)

Im Abschnitt4.1. wurde fur das Integral (30)I k ¢ j\/l

die Rekursionsformel (32) hergeleitet:
(n+3 O, (k g) - (n+2W+K) O, (k g)+ (n+1 O, (k. #) =Rk, #)

R(k, #) =si™(g) odp) G1- K> i (p) (118b)

sif (@) - k2 Bin™(g)
J1-K2 6ire(g)
x(@.n)=nifl,(kg) -k, (ke)] , k2 =k2(n)=1-Vn?. (118c)

Wegen  sin"(g)Q/1-k? Girt(g) = besteht der Zusammenhang
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Daraus folgt nach (118b), dasdg,n) fiir ungerades durch I,,1,,R und fiir gerades
durchl,,1;,R darstellbar ist.

Fuar die Integrald ,, 1, gilt

(g
dg=FK.¢). j W Sk'z i Dk.¢4), (119a)

B 1
¢)_'([\/1—k2E'kinz()

b1 _[1_ L2
zD(k,¢):j1J(1 k?'r‘z<”)d =Fk,¢) j1/1 K?sirf(¢) dg=Fk.¢)-E(k.#). (119b)

1-K?sirf @

E(k,¢), F(k,¢), D(k,¢) sind dieunvollstandigenelliptischen Integralé’ Die zugehérigen
vollstéandigen elliptischen Integrale ergeben sighg = 77/2.

K (k) =F(k,77/2) , E(k)=E(k,77/2), D(k)=D(k,7/2) . => (34)
Fur die Integrald,, 1, gilt *°
¢
sing 1 7 1 1+k
—=In|k [Cosp+[1- K sirf =—In
I 1- kzst(a k ( ¥ ¢)o K kltosp +1-k*sirfg

1,(k,¢)= Em Vi~ kzsmz_¢ “keoy _ I(k, ) (120a)

J- sin' @ _ cosp 1/1 k smzqa{ 1+k2q sing
o V1- k2 sir? go 0 2k*  J1-K2sir? ¢)

|3(k,¢) :|.+k2 |(k ¢) 1- COSﬁy/l k25|r12 (120b)

(k)= Il(k,n/2)= (k. 772), Is(k) = Is(k,n/Z). => (35)

Unter Verwendung der Formeln (118)-(120) stellen fid¢r die Bogenintegrale einigéik(n)
die Losungsfunktionerx(@, n) zusammen, (weitgehend ohne Angabe der Zwischettsghri

y=sin"(¢)=cos'(y) , ¢ +y =m)2,

Y g = arccov(y) O<¢<n, —-m2<sy<m2.
% | Ersetze inX = X(¢#,n) den Winkekp
g durch vy:
0 ; X =arcsovfy,n)
= w(n)/2-arccovfy,n) = w/2-z,
X = arcsov(y) = @ /2 - arccov(y) O< ys 1.

2 Ausfithrlich behandelt vonRICOMI/KRAFFT (FulRnotel8). Tabellen in AHNKE/EMDE (Fuinotel0).
% siehe z.B. ®ADSTEINRYSHIK: Tafeln, Thun, Frankfurt/M 1981 Formeln 2.584 2.+
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Ek2): y=sin’(g)=cos(y),

x(¢,2):1|(J§/2,¢)+1—1coa¢u/4—3sirﬁ¢,
w(2) = x(2) = 2+—In(2+\/§) 2+—arsm|(n/j

x(¢.2)= ) (W Jeosp) - ~cosp /4= it § e

arccovy,Z):E\/fyM+? in(y/4—3y +,/3-3y)
AL,

Ek4): y=sin'(g)=cos(y),

(¢4)_—| (V15/4,6)+201,(15/4, ) - _s.nzmmm

)= )= 22+ S0y ) = 29, OHIS i e

x(¢,4):“’T 6115)3 (16~ 15817 ¢ ~VI5cosp) (122)

—%(%+siﬁ¢jﬁoa¢m

atccon. )= 5 224y i Jy =15y + SOt f16-18y +i5-15(y
_%’[E(%Jr qu/16—15\/§ gyls-laﬁ+§)@rsimﬁMH. (1223
EK3): y=sin’(g)=cos(y),
{03)="11.(08/3.0)+1,(/8/3.9)-sing rosp - ssirt g,
{03)=2(F(/8/3.0)+7EWB/3.9)|-Ssing oo yfo- s p
3)=2 K (/3 7B/
arcsofy.3)= é[ FV8/3.0)+ 7EWB/3 ¢)]-é YR 1y G/o-8y*?

mit ¢ =arcsing*). (123a)

(123)
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Wir fligen eine Wertetabelle an.

Ek{1)

Ek(2)

Ek{3)

Ek(4)

=
S,
a

X

¥

X

¥

X

Y

X

¥

0mom W o

]
0.0524
0.1047
0.1571
0.2094
0.2618
0.3142
0.2665
0.4139
04712
0.3236
0.5760
0.6233
06807
0.7330
0.7834
0.8373
0.8901
0.9425
0.9945
1.0472
1.0996
1.1518
1.2043
1.2566

1.309
1.3614
14137
1.4661
1.5134
15708

0
0.0523
0.1045
0.1564
0.2079
0.2588
0.30%90
0.3584
0.4087
0.4540
0.5000
0.5446
0.5878
0.6293
0.6691
0.7071
0.743
0.7771
0.5090
0.8387
D.8660
0.58910
0.9135
0.9338
08511
0.9659
0.9781
09877
0.9945
0.9986
1.000:0

0
00027
00109
00245
00433
00673
00961
01295
01673
0.2092
02546
03034
03551
04093
04655
05233
05524
0Bd423
o.vozT
07631
08233
05330
03419
1.0000
1.0570
1.1129
11679
12218
12751
1.3278
1.3802

0
0.0027
0.0108
0.0245
0.0432
0.0670
0.0955
0.1284
0.1634
0..2061
0.2500
0. 2966
0.3455
0.3960
0.4477

0.500
0.5523
0.6040
0.56545
0.7034
0.7300
0.7939
0.8346
0.8716
0.9045
0.9330
0.9568
0.9735
0.9891
0.95973
1.0000

0
0.0001
0.0011
0.0038
0.0090
0.0174
0.0298
0.0452
0.0677
0.0943
01263
01636
0.2062
0.2538
0.3082
0.3628
04231
04854
0.5519
0619
0.6570
0.7349
0.5220
08879
0.9519
1.0136
1.0729
1.1299
1.1548
1.2381
1.2906

0
0.0001
0.0011
0.0038
0.0090
00173
0.0295
0.0460
0.0673
0.0936
0.1250
0.1616
0.203
02492
0.2996
0.3536
0.4104
0.4594
0.5295
0.5899
0.64395
07074
0.7624
08137
0.8602
09012
0.9359
0.9635
09837
0.9858
1.0000

0
0.00:00
0.0001
0.0006
0.001%9
0.0045
0.0091
0.0165
0.0275
0.0427
0.0629
0.0887
0.1205
0.1587
0.2053
0.2542
0.3111
0.3734
0.4403
0.5109
0.5841
0.5587
0.7335
0.8073
0.8790
0.9475
1.0124
1.0734
1.1306
1.184%9
1.2375

0
0.0000
0.0001
0.000G
0.0019
0.0045
00091
0.0165
0.0274
0.0425
0.0825
0.0&80
01194
01589
02005
02500
03050
036448
04254
04947
0.5625
0.6303
06965
0.7595
0.8181
0.8705
09154
09317
09783
09945
1.0000

Beispiele ¢ =30°
@ =30°

arcsovf 0125,3) = —arcso{/0125,3) = 0.126¢,

cov(08,3) = co— 08,3) = so— 08+1.2906 3) = so\0.49063) =0.4694 + 0.0039 = 0.4733.

=> x(¢,2) = 0254¢, y(¢,2)=025,
=> Z(,4) = «(4)/2- x(90° - ,4) =1.2375- 0.5841= 0.6543
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8.3. Bogenlangen auf der Ek(2)

Die Berechnungen erfolgen fid =1 . Bei Bedarf kénnen die Bogen- und Streckenlangen
mit einem geeigneten Mafstabfakdomultipliziert werden.

Beispiel 1 Mittels Formeln (121a) und (11) folgt fur die lgendes aufsteigenden Bogens

P =w?2- arccm(co§ (78 ) w4+ [/ 4-arcco2/3)]
W, 1 1 \/_ 2+4/3 w

_@ i - |=2+00274076=1039716% .
2706 J2+1f | 4 4

Beispiel 2. Eine einfachere Beziehung gilt fiir den Radiusvekter 5/6

arcco\(5/6) -—+—Gltﬂn(\/72+\/7)2_—+_[|]n(2+\/_)__ 7

Um das Argument des Logarithmus in der Formel (12liavereinfachen, setzen wir

u:= ((a=30y )+ {3-30) = (7-613)+ 213/(a-30)(B-303) = (7-613) +/(7- 603 -
mit Yu= (7—6[3/)—4 7—6Ey 2 -1 und formen (121a) geeignet um:

arccovy)——EZQM 3y {3- 3y+—E?‘r[lh(J4 3y +43- Sy) —Etéitéu—i)ﬂn(u)j.

12 (2 u
Wird y durch u ausgedruckt, so gilt

y(u)=w, arccov(y(u)):gtﬁéﬂu—ﬂﬂn(ug , 1sus<+48+7. (124)

1200

Beispiel 2. (s. 0) Firy =5/6 gilt u=2++3, u—J/u—(2+I)—(2—f)—2I
Beispiel 3 u=(2++3 =7+4J3, y=0, arcco\(0) = [ﬁ4ﬁ,+2[ﬂn(2+¢§)) =&

Beispiel 4 u=+2++/3=,/3/2+,[Y2, y= 14_\/6 arCCO\,(y [6\/5+In(2+\/§))
Beispiel 5. u=7, y =4/7, arcco{d'j [€—+In 7j

Ein Variante der Formel (124) folgt aus dem Ansatz a++a’ -1 mit y= (7—a)/6

arcco U a) (E\/ 1+In(a+ a’ l)) EJ' t+d <a<7. (124a)

Beispiel 1.(s.0) a=3, arccm{zj \/:—3EﬁZ\/E+In(3+2\/_))—£+@EIh(1+\/§)2.
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Beispiel 6. a =95, arcco{lj \/_[62\/5+|n(5+2\/6))_£+@[|]n(\/_ f)

In diesen beiden Beispielen ergéanzen sich die Lriaidge Radiusvektoren ZLi= 2/3+1/3.

Auf derEk(2) gilt Yy, :=1-y, =1- cos’ Y, = sin’ Y, = cosz( (/llj COSZ(/IZ,

‘ Die Richtungswinkel von y und 1-Yy sind Komplementwinkel.

Mit h(y):= \1+3y O3y +% [l]n(1/1+ 3y +\/3_y)2 gilt arccov(l-vy, 2) = @ h(y) . (125)

Die Summe der ,komplementaren“ Bogenlangen istlithgzl + z2 = %(h(yz) + h(yl)).

Beispiele 1.+ 6. (s.0.)

A yl=2/3, 1= arcco{s/2/3): 35264

y2=1/3, y2= arccog/]/s)z 54736
=\/yl? +y2? =/5/3=0,7454

A+z2=-~ Eﬂh(l/3)+ h(2/3))

%M 6 +inflvz+1y3+v2])
i == =17007.

E(1,0)

Aus der Darstellung (124) folgt fur den Arcuscosirmvalicus deEk(2) die Additionsformel

\/_E(l u)fL-v)fi-um) =-R(u,v). (126)

ulv

1<u,v, uEVsJ4_8+7:(2+J§)2.

arcco\y(u)) +arccoyy(v))-arccofy(u¥)) =

Beachte Inu+|nv—|n(uv)—0 und
O SRV SO SO Vi ok ' s o _(- u—v)(l—uv)+(1+uv)(1—uv)l
u v uv uv uv

Beispiele 7.

u=v=2; 2@rccox{23j arccox{ j ﬁ
24 16) 32°

u=2,v=4; arcco Z—SJ + arCCO\{]'S =arcco 7H/§
24 16 96 64
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u=3+2,v=3-2; arcco»{:g?;‘;’\/i] + arcco{wzzﬁJ = arccm{éj —@ .

14

Wir setzenu = a(2+\/§), V= §(2+\/§) und erhalten mitarccoy(ulv)) =«/2 nach

einigen Umformungen aus (126) die spezielle Formel

yi,(p) = Q/ arcco(yl) + arcco\y2) = %— R. (127)

p::a+§, Rzl—g, l<a<2+4+/3,2< p<4.

Diese Formel lasst sich auch wie folgt interpretrer
corz) = g/ P-4 o

Wir veranschaulichen die Formeln am

3 \/_ 3 B _ | 10645
Beispiel 8 p:=5/2, Y, = Z , R=§. ¢, , =arcco y12)~{4$80> ,
z, =arccoMy,) = 01860.. , x, = arCSO\(¢2) =x©@0 -¢,) = 0561Q.. , (Formeln(121)),

z, +R=01860..+ 0375=0,561Q...

= a/p -4 . (127a)

(127) (127a)
/,__—d_‘_—__h_"-.\ /’.'.-H_‘_L_‘_‘-“H“‘H\
27 S el s
7 A\ g \
% P1 // P P1
1 o .
/ : 2 / e /\“
0 ¥ | - E| log——— : 4
-yl
\\ s
NG Y% g ()2 % /
<7 5 /
\ x /(:t‘:
. P o
= - ~Ei-R R=38 e T
P2

Die Geradeg durch B,PB, teilt den Umfang deEk(2) in zwei Bogen mit den Langen
POR,=7+R,RER="-R.

2 2
Fur die Langeny,,, die ,Abweichung“R , sowie fur den Anstiegswinked und den

AchsenabschnitOS der Geradeq gilt in Abhangigkeit vorp

5 5 1 7l 5[5 4
L4 2<y o1 22y, .0 Z2R-0, 225-0 2 [2<08- ¢
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Der rechte Grenzwert folgt mig, (4) =1, v,(4)=0, y/(4)=0,y,(4)=-13, y"(4)=-172
und lim, (1-v,)/y,’ ‘“m( vi)/2y, Y, = lim, J/(Zyz)ﬂlm( y')/ys =116 aus

Y1\/V1 - Y2\/72

O_S_ Yo Y2 =

(73 (7
Beispiel 9 R:= 5 o

4= P23 0+ 27 =

- y1\/1_ Y1 _(_ yz\/]-_ yz) ~201542¢

Y1\/V1 - )@\/72

o =arctanf) = 63611

yl\ll_ Vi~ (_ yz\/]-_ Y,

oo )

@/1 y1
\/7
8 2J3

4-R)=_ - %> tnlz+3)= 2159769

0924374 15962
= arcco%/ =
0,689036' Yo y“) {33893" ’

o) — AT S/8
N v I
N 1_
05=y,.y, +217Y2 < 576260, ~
m \\yz
T ~
Die Gerade g teilt den Umfang der BEk({m \\

Verhaltnis2 : 1.

p=4-2 _3—@ in(2+43)~ 2619827

S+ 3 0974275 Ly 9230
Vio = £,V 12- @) {4~ ) :{ . ¥, =arcco y“):{45815 |

m= 08098,
0 = arctan) = 39003 ,

0S=0,76871..

Die Gerade g teilt den Umfang der BEk({m

Verhéaltnis5: 3.

0,485783
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8.4. Bogenlangen auf der Ek(3)

Auch hier gilt: Die Berechnungen erfolgen fdr=1 . Bei Bedarf konnen die Bogen- und
Streckenlangen mit einem geeigneten MaRstabfdktoultipliziert werden.

Fur die Bogenlangen auf dek(3) gilt eine der FormeB.3.(126) &hnliche Additionsformel.

Sei u:= y¥*=sin(g) , wu) :=EEV1—U2 [/9-8Mw? und gilt fiiru,, u,, u,

W(u,) = = E{/l u? Q/1-u,’ 3/9-8mw,> Hu w, fo-8m,’) | (1289

sofolgt  arcsoyy,3)+ arcsoy\y,3) —arCSO\(y3 3)=R

(128a)
bzw arccoyy, 3) + arccoy, 3) —arccoyy; 3) a3 R
. 10 27 37 2 (128b)
mit R::gﬁu1 [, W, —u, Wy, ) - u, Ovu, ) +u, W(u,) .

Diese Formel folgt aus (123a) und den Additionsteen der elliptischen Integrafe

Falls COS(¢3) = COS(¢1) E:OS(¢2) - Sin(¢1) Ein(¢2) E{/l_ k? Sin2(¢3) ;
folgt F(k,8,)+F(k.¢,)+F(k.8;)=
und  E(k,¢,)+E(k, 4,)+ Elk, ¢,) = —k* Bin(g, ) sin(g, ) ing,).

Wir ersetzen irf129) den Winkelp, durch (— ¢3) und beachten dann
Sin(_ ¢3) = _Sin(¢3) , COS(_ ¢3) = COS(¢3)’ E(k’_¢3) = _E(k’¢3)’ F (k’_¢3) = _F(k’¢3)-
Aus(128a) folgt (128b)wegen(114b)

(129)

Beispiel 1. Lange des aufsteigenden Bogéni,_, .

Formel (11)4,,, =arctant/+/3) =30°, ¢ =90° -, =60°, U, =~/3/2.

Setzeu, = U, =U,,,, U; =1. Prufe (128*) :OEEDEE&EL—lﬁEL:O. R:1—12.

arccov(y,,,,) + arccody,, ) =arccof1) + £ -R=0+ 2 i
2 2 12
oP_ = [ arccov(y, . ) = & +i_ Der aufstgigende Bogen ist uii12 langer als
2 4 24 der absteigende Bogen.

w 1 w _ 3
covV| ——— |[=soV —+ — =
53] S5 =m0,

¥ Siehe RICOMI/KRAFT (FuBnotel8), Seite 297, Formeln 3.427* - 3.43*,
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Ohne Beweis erwédhnen wir das AdditionstheoremBarer (1761)? :

w)ru o)

9-8,” [,

die Bedingung (128*) wird erfullt miti,,u, und u, := gdjl

Flr Beispiel lerhalten wir mitu, =u, = \/5/2 aus (130)u, =1.
Beispiel 2. u, :=~/2/4 , u, :=+14/4 , (30 = u,=9%2/13 . u’+ u,’=1.
Priife (128%):5V7/169 = 5/7/104- 25/7/1352. R=-327414/8788=-01392.

=/2/32= 00442y, =74/14/32= 08185, y, =1458/2/2197= 0,9385.
¢, =207C° , ¢, =90 -§, = 6B3CF , ¢, =~ 7826° .

arcso \/_ +arcso 7ﬁ =arcso 14583/2 —327\/1_4,
32 2197 8788

Hinweis Das Ergebnis augl30)und dagq*)-Kriterium widersprechen sich gelegentlich
weil in (129 ,geeignete” Winkel zu wahlen sind!

Bsp: u,:=1/v2,u,:=1, (30 = u,=3/+10 , (108*): v/2/10 % 0-~/2/101?

Statt u, :=sin(90°) =1 kommt hieru, := sin(-90°) = -1 in Betrag. Vgl. aber Beispiel!3.

Analog zu8.3 (128) betrachten wir nachfolgend den Sonderfak u, <u, < 1, u, =1.
Mit den Festlegungem, =sin(¢) , U, =sin(¢+6) , U; =1 reduziert sich Bedingung (128%*)

auf 0= cos(¢)Eos(g + J)- gsm(¢) 3in(¢ + ) und (128) erhalt folgende Form:

Sei y,=sin(¢)=u?, y,=sin’(p+0)=u,’, 0<g<p+d<n/2,

und gilt  tan(g)ltan(¢ + J) =3, (131%)

sofolgt  arcsoyy,)+ arcsoyy,) = «/2+R (131a)

bzw. arccov(y,) + arccofy,) = «/2-R (131b)

mit R ::gm1 [, —%ul R/1-u? /9802 —%uz Q/1-u,\/9-8,2 . | (131c)
Aus (131*) folgt, dass entwedéroderd vorgegeben werden kénnen.

5

Beispiel 3. $:=45 — tan(¢p+0)=3 - u =1/v2, u, =3/1+3*, R—1£5C

100 | 2 150

arcsm{@} + aI’CSO\{ZR/l_OJ w \/_

0 =arctan®) —arctanf) = arcta
[ ®-arctan) =arciaf.

1EJ = arctaﬁ%} = 26665 ]

¥ KoecHERKRIEG: Elliptische Funktionen und Modulformen, SpringerlBe1998, Seite 7
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Das Formelsystem (131) kann mit Hilfe des Addittbesrems des Tangens ausschliel3lich
auf den Parameter tgf)( zurtickgefuhrt werden:

t:=tan(@) . tan(g + 5)2% tan(J)—Ar_—Eﬂ2 t =4/3+ 4tan?(3) - 2tan(d),

¢ <tlan(p+8)=3, R(t):tEﬁ64En2—3E(1+t2)E(9+t2)] |
3L+ t2)do + 2

L u, =sin(g + &)= — | (132

U1:Sin(¢):m1 Jorto Yi = U .

arcsoyy,) + arcso\y,) = «/2+R, arccoVy,) + arccoly,) = «/2-R,
so{x)=u’® < cox-R)=u,’.

Zur Abschatzung der ,AbweichungR stellen wirR=R(t) grafisch dar.

Nullstellen:
0.1T tl ot = \/E—Z
=0 t,=———
0.05f ﬁ
Extremstellen:
tmax - \/é
=v3V5-2)
-0.05r R(t ' ): + L
maxmin _12
-0. | R| < i .
12

Die Nullstellen bzw. Extremstellen ergeben sich aus

. _17-413 [\/13—2}2 .
3 7 zZwW

9 Rit)= (2~ + o)y’ - 54z +) =0 mit 12, =309 - 4V5)= (V35 - 2)f

dt (t* +10m2 +9)°°

t [~ 30 +3403 - 27)=0 mit t,

Erganzend fugen wir zwei alternative Darstellunfierdie u; an:

2
=2+, 1ol = uLz:%Ek/aTr\/(6—a)[(3—a).

(1+t2){9+1t?)
R@a)=21a=2)-8p7—5  scacs)

12

(133)

3 2 2 _a 4 4 _a
ulDuzzz Va-2, u’ +u, ZE' u +u, =



Eikurven - 84 -

a¥h a-b _9l(4-a-b)
Mit der Festlegungl?, := —— erhalten wir aus (132)t” = = !
gungd, 4 (132) —a+b a+h
Daraus folgerb = +/18 - 9a + a* und die Beziehungen (133).
R=R(a)
017 b 11 1 Nullstellen:

6-a
Setzen wir C ,d.h.a=3- so folgt
3-a
u \/_ u—\/gEI c+2 bzw. u —\/§ c’-2%c
U2 Ve-10P 2 c+1 2 c2-1 '

c?-13 c’-4 (134)
R(c) = , c=>2.
2 120(c? - 1) oo -1
_ 2
t=4/30 c-2 bzw.C—6+2[tl 6- a’ OStS«/§.
c+2 3-t2 \3-a

speziell R(c=2)=R(c=+13)=0, Rlc=+5)=-112, R(c - =)=112.

Beispiel 3(s.0.) c:=4. = t=1

_+/3 _+3 R 3 [12 5
EJ— \/?\/_ R=l2asV15 150

14

15__’ 5 J_J_

Beispiel 4 a:=5/2. = c=+7, =43 \/\/:+2 J7-2,

u,, = ‘/_ 5% 7 ylz—%\/115$41B/7,R= 7-13 [7-4_ V2

1207-1)V7-1 24~

16+ 57
Th :+3—2\/_, ut +ul =1,
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Nun ausfuhrlicher zu einigen Beispielen:

=V3. > tar(9)=0, 5=0°, =60, u,, =/3/2.

Beispiel 1 (s.0.) .

Alternative a:=3.

R=L arcso SL.E’ + arcso ﬂl@ W,
12 8 8 2

Beispiel 5 t,, = \/5(\/5 - 2). = tar(b') =3, 5=60°,

CZ:\/E.

Alternativen a:=9/4 ,

um:w/gzwé :Jétéf¢1):{

Re-L
12

0,3785
0,9908

arcso{y,) + arcsov(y,) =

1
12°

¢ =222

_ 36057 2)_ (00542
e ~{O,9728’
« 1
2 12

Beispiele 1.+ 5.

Die StreckenP,P, und P;P,
halbieren den Umfang der EK.

P3

P2

0 POR, = 180°-2¢ 0.
0 POR, = 7552,

0 POP, = 60°. o 1
2 12

o 1

2 12

Beispiel 6. 1= («/E— 2)/«@ :

Alternativen

~ tan(0)=1/+/3, 6=30, =@, =4283.
a:i=114 , c:=413.

_ 1 q /7 [
sm( L2)= U, =7 4 11+ 3 COS(¢12 =y1- ulZ 5+
g 03142 _
Yo, =, g/440+ 940/13 = {0,872 , R=0
arcsoly,) + arcsov(yz) = % ! P, "
sov(x) =Yy, = COV(X) =Y. Y2 X
tar(a')—m—llEl/é, COS(J) 14’ G =
o S g
o= 3821°, OS:E:£+ 1 1
16C 2 16C

Die Gerade g halbiert den Umfang de {

Ek(3).
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Zwischenschritte und Ergénzungeno(o,o) (10) 5(55’ ) Pl(fl,/h), Pz(fzﬂz).
51,2 = Ufz = 1—]2-8(67$ 11\/&), I71’2 =F uiz 1_u2 — 'T;-\/S (5\/E T 1)

_ = ’71_5 _,72_0 ~o_  _ /72_81
tanlg)=m= V3, m= L 0S=é&.=¢ -2
lo)= E-& 11 & - & ° 2 m 160

Geradengleichung: 77 = g( )

COiU):;:E- ?S:ES_&:L[(S\/E—I), Tszfz_fs :L 13+1)

1+n? 14’ cogo) 320 codo) 320 !
—= ==_ 1 == _7
PS- PS=— PP,=—0Q/13,
27 et 2 329/_
Konstruktionen der Winke) und o
C
(1) AABC: ABOBC \ o=<BAC
AB:=2, BC:=3 )
-~ AC=413
(2) D:CDOAC, AD:=4
CD=43 : ! a
(3) E:AE=2 (1) AABC: ABOBC
~ CE=413-2 AB:=11, AC:=14
(4) - CE:CD=t " E—cos{a)
- UCDE=¢ . AC :

Fir die Geradenparameter Anstieg:tan(a) und AchsenabschnitDSexistieren relativ
einfache Beziehungen zum Vorgabeweert

Nach einigen Umformungen folgen aus (132) untemd@dung der obigen Bezeichnungen

=t ,+t2)‘[®+t2)‘+32[ﬂ2 _:i[ﬁ _lj
tar(a)_m_f—Q_B—tzi(%l+t2)[Q9+t2)+8[ﬂ2 nd 08=4, -7 0+t2) )

Beachten wir nach (133) wege(4 a- 3 a —a)[ﬁd a+1/i3 aj (6 ai)

- - - - - - _ 42
9+t2:4@ 41/(3—a)llb-a ,3—t2:8@ 24+4[/(3-a)ll6—-a und tar(J):B t ’
a-2 a-2 411
so folgt
2la-3 —_ 27((a-2)
t [and) = OS=——F——% .
arlo)an(d) = = —=, 16253 (135)

Die folgende Tabelle enthalt die Werte flr ausgdtedBeispiele.
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_ =¢° tan©) | —
a c t=tan@) | tan@) | _ U2 Y12 R 12 M2 ~g° | OS
3 | w NE 60 | V343 33 33 +1 99 3338 | @ | 9
0 2' 2 8 '8 12 16" 16 16 ' 16 90 16
23 5 37 N7 | 48,59 3414 27 714 +414 81 49 207 W7 1;‘/3 189
8 7 7 20,70 4’ 4 64’ 32 96 25€ 64 25€¢ ' 64 51“68 352
13
1“ o, 1 1 ] 45 | 42310 V2 2710 +45 181 127 |z
5 2 26,57 2" 10 4 10C 15C 4 10C 4 10C 42 88 52
S T V13-2 J3 | 42,83 117413 J20/2207 4713 67711/13 Adsiary) | BB 81
= 13 N 0 _— 11
4 J3 3 30 4 32 12¢ 12€ 3801 | 16C
30 JelVa-1) | 6 |41,88| viiBo6v3) | 31125571173 | 422 1267 45/3 salZprrya) | ¥E 1
233 — — 1C
11 2 4 31,48 22 242 72€ 24z 48¢ 36.31 2
a | ., | s | 15 3776 6 Vi a61545 | o | 9 225 | afsusis | | 1s
8 5 5 = 4’ 4 32 64 96 64’ 25€ 64 ' 25€ 28.06| 32
2
5 ¥ - - T T < 27
5 N J7o2 1 | 3285 J2q5¥47 115-4%/7 -2 16F 57 /771 = 27
5 45 2 16 24 32 32 21,80 | %
17 5 V3 23 | 30 1 321 1 8n21 -3/21 1 729 V3 81/3 125’ 81
7 2 3 3 49,11 2" 14 8" 39z 19¢ 16’ 784 16’ 784 1832 | 20¢
9 22,24 6\5F1 360572 -1 637 2745 330571 NE 9
= 3/5-2 —1 63F 275 9
4 I IR E R s 8 32 12 12¢ 12¢ 10989 32
2 2 0 © | 0/90 0,1 0,1 0 0,1 0,0 0/
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8.5. Differentialgleichungen der Eikurvenfunktionen; Taylorentwicklung

Aus der Parameterdarstellung (111) erhalten wir dig Eikurvenfunktionen (111a) die
differentiellen Zusammenhange

ddx—g’)=nm;in“'1(¢) 1-k? Bin*(g), ddy—g’):n@;in“ﬂ(m 1-sin*(g),
dg_%”) o™ () 31K’ oS (@) dg—(;”) - _nos () /1= co2 (@),

und mit —= dy _ dyﬂ, dy_ dde— fur 0< x<a/2 die Differentialgleichungefi
dx d¢ dx dz dy¢ dz

—y2n _ fi_y2n
y=sofx,n): Y- VITY"  y-cofzn): Yo TVITYT 0 (q36ap)
1_y2/n

Die DGLn (136a,b) lassen sich vereinigen £y')* = k?=1-1/n*. (136)

1 k2 B/Z/n !

Diese DGL wird sowohl firr die se¥unktion als auch die ceffunktion fir allereellen
Argumente erfillt, € o0 < X,z < o0)!

Zur Bestatigung verwenden wir die Beziehungen (112) und setzen z. B. in (136a)
y=soMx), y =sov(@/2-X) , y=-sov(x+a), y=sox+2a), y=—-sov(-X).
Analog verfahren wir in (136b) fly = COV(Z).

In den folgenden Betrachtungen beschranken wiraufslas Intervall-w/2< x,z< w/2.

. 1 1-y?n d 1 yan
Wir setzen g(y, n) = EGW mit g'(y) = d—yg(y) Dy[@— > [}/””)2 .
Aus S (y () = 2y()y"(x) = 29'(y) V() j—z(y'(z»z = 2y(2)y"(2)=20'(y) ¥ (2
folgen die zweiten Ableitungen
2/
y=soMx,n), y=cov(z,n): y" =g'(y,n) (137)
" oy}

Far yzcov(z, n) folgt im Grenzfall y' - 0 aus (136b) y - 1 und damit aus (137)
y" — —n.Alsoistcof0,n)=1, cov'(0,n)=0, cov"(0,n)=-n.

Fur y=soMx,n) folgt fir x=0 mit y =sov(0,n) =0 aus (136a)sov'(0,n) = 1.

Flr die zweite Ableitung gilt in Abhangigkeit van sw"(O,l) =0,
sov"(x - +0,2)=g'(y - +0,2)=F1/8, sov"(x - +0,n>2)=g'(y - +0,n>2)=

% Beachte yZ" :=1y? > 0.



Eikurven - 89 -

Wir illustrieren die Ergebnisse:

Krimmung k und Krimmungsradiup
von y= Cov(z, n) betragen im Scheitel

K = y 1_1

Jory? K

y= sov(x, n) schneidet die x-Achse im
Ursprung unter dem Winkel 45° .

Die Krimmung ist dort nicht definiert.
Das ist eine Folge der im Abschniitl.
beschriebenen Singularitat im Ursprung
derEK(n).

Die drei Grafiken zeigen fur
n=2 und n=4 das Verhalten

der Ableitung y'=sov'(x,n)
in der Nahe des Ursprungs.

sov'(+ 0,2)=F 18,

sov'(+0,n>2)=F .

0.9951

sov/ (x,4)

0.997

t t 9 t + [
-04 -0.2 0 02 0.4 L 0.1

U ged

-0.05 0 0.05 0.1

Mit einigem Aufwand® kénnen an ausgewahlten Stellen die Funktionsweéetehdheren

Ableitungen der Eikurvenfunktionen gewonnen

werd#ir. fihren dies fury = Cov(z, n) an

der Scheitelstelle = 0 durch und ermitteln die ersten Glieder der Taylowérklung.

k

1. Aufstellen der héheren Ableitung@k)(y) = %ﬁy) far y(O) =1.

* Mit Unterstitzung durch das CAS Mathcad.
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g@)=-n, g'@=-4n2+n+2, g"@)= %[(n—l)[(—lan —~6n? +5n+2),
g¥@)= n_22 ffn-1)ff96n® + 24n* —98n* - 20n° +16n +4),

g®))= ni?, ffn-1)f- 480" + 750n° +80n* ~316n° —61n° + 24n +4)

d“y(z)
dz
bereits ermittelten Werte, speziglPk_l)(O) =0,(y= Cov(z, n) ist eine gerade Funktion).

2. Aufstellen der hoheren Ableitungey1(k)(2)= fir z=0 unter Verwendung der

y0)=1, y()=0, y()=g)==n. y(0)=g"@)ry(0) =0,

y¥(0) = g"(1)cy (0) + 0)= (- 4n? +n+2)[(— n)=40m° —n?-2[h,

y9(@) = gy (@ +30"(V) v () (2)+ (V)" (2).  y®l0)=0,

y0) = .= 36" @)y (0) + ') y(0) = = =880 a4’ + 8177 - 22007 161w,

y7(2)= 8y (2 +1009 (V) (2 /(@) +..+ ' (), y7(o)=0,

y®(0)=...=159"(t) " (0)° +150"() ry(0) ¥*(0) + o) ¥ (0)
= 4672h’ —3504(h°® —5976[h° + 3377[h* + 2364[h° — 660[h*> — 272[h

Damit erhalten wir die Taylorentwicklung an derlgtez =0 :

k
cozn)=a, +a, X +a, [ +a,F° +a, @ +R(z,n) ; a,(n)= yEZZk)g?) . (138)

Diese Form dera,, (n) erlaubt keine einfache Abschatzung des Restgli®{es) und des
Konvergenzradiug(n) der Taylorreihen. Bekannt ist natiirliah(1)= oo

Beispiele
1 1 1 1
=cov(z,1) = cos(z _,1——&2+—Q4——Q6+—&8—
Y V( ’1) @ 2! 4! 6! 8!
y=cov(z,2) -~ 1-72*+ Z* 151& + 2195

38
31 3l 5293 7+ 311509 ¥ -

(

y=cov(z,3) -~ EZZ
(
(

8 24( 192(
y=cov(z,4) - 1-2[%% + 2950 926 6 89185 4

3 9 63
y: covliz 5) L5 1-= &2 155 & 5289 &6 + 6532517 &8 _

8 1€ 89¢€
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Die folgende Grafik zeigt die Néherungspolynoﬂg(zﬁ) = Z a,, & fir COV(Z,3) :
k=0

Fur einige Néherungspolynomé’m(z, n): Z A, (n)zz" sind die relativen Abweichungen

k=0
O,n(z,n) = cov(z )= Pyy(2.) [100% an den Stellenz= ——, = 1 L tapeliiert.
cov(z,n) n-1 n n+1 2n
n=2 n=3
1 5 4 o & 2| & o & 4

23| 26.30 -27.01 38.95 -66.57 1/2 15,19 -1768 29.09 -56.93
12 5.29 -2.60 1.74 -1.35 13 3.55 -1.99 151 -1.35
1/3 1.12 -0.26 0.08 -0.03 1/4 1.24 -0.41 0.18 -0.09
1/4 0.37 -0.05 0.01 -0.00 1/6 0.27 -0.04 0.01 —-0.00

z| o, 3, 3 3 z | 4, 5, & 5,
1/3 7.17 -7.07 9.77 -15.97 1/4 451 -4.05 5.08 -7.51
va 2.65 -1.55 1.24 -1.16 U5 2.11 -1.26 1.04 -0.99
1/5 1.20 —-0.46 0.24 -0.15 1/6 1.11 -0.48 0.28 -0.19
1/8 0.21 -0.03 0.01 —-0.00 1/10 0.17 -0.03 0.01 —-0.00

Die Daten legen die Vermutung nahe, dass(z, n) durchdie Néherungspolynomﬁg(z, n)
1
n+1

Fur die Ermittlung eines eventuellen Konvergenanadi(n) misste nachgewiesen werden,

fir |7 < hinreichend und fifZ| < 2i sehr gut approximiert wird.
n

<a’[n,| mit konstantema=a(n) gilt und folglich fiir |z|<§:r das

dass |a,.,

Quotientenkriterium erfuillt ist}a2k+2 %2

oy, <@’ 2 <1.

Die Aufstellung der N&aherungspolynome moge abeiigen.
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8.6. Krimmungskreise der Ek(n) und Naherungskurveer Eikurvenfunktionen

Mit einem (anschaulichen) geometrischen AnsatzleEngeich einfache Naherungsfunktionen
fur die Eikurvenfunktionen, indem die in dem Absitht.4. behandeltertigenschaften der
Scheitelkrimmungskreises dek(n) benutzt werden. Den folgenden Abbildungen sirgl di

Bezeichnungen und Beziehungen zu entnehmen.

(a) Krimmungskreis im Hauptscheitek(3)

S=Pmin

(b) Krimmungskreis im Nebenscheitek(2)

N (n+1)/2 o
Scheitel S: =1,n7.=0 s = =—
cheitelS: & =1, 715 & =OF = (MJ ns = \/ﬁ&‘s
n
1 — — n+1 Jn+l( n )2
=MS=MK = =
Krimmungsradiusp = MS=MK = il P 5 s > [n+1j
MO=1-p=—" MO =& +(0-nsf = p ()
n+1 S S -
_ N — N —
Ordinatez=SP , y=0P =cov(z,n) Xx=0OP , y=O0P =sov(x,n) (139/1)
_ _ N _ n
s=0K, Kreishogenb=plr =K =OK, b=pr=0K (139/2)
sin 3 :sing = MO : MK = n sin/f = MF :MO = (0-1¢): p =1
OKMS=a =B+ OMOP =n/2-a/2=B+(n/2-¢)
. (n=1
= a=arcsir(n[sin¢/)+¢ = a:2¢—2arcsu{—n+lj (140/1)

OK>=MO” + MK’ +2[MO [MK [tosa

2
_ @2.n +1+2n@:osz[(n+l)[ﬂ)]
(n+1)

OK>=MO” + MK~ - 2[MO [MK [tosa

= s?=20p? f1-codb/p)) (140/2)

. .1
Einschrankungy| < arcsin— = arcsin=
MO n

2Jn

OF
@ = [ =arccos— = arccos—
MO
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Die Winkeleinschrankung sichert, dass der Strahlden Krimmungskreis schneidet.

Zu gegebenem Winkely bzw. ¢ ) des Ortsvektors détk(n) kdnnen mittels (139) und (140)
fur die Krimmungskreise die Bogenlandee und die Langes berechnet werden. Mit
y=cos'(), z=arccov(y) bzw. y=sin"(#), x=arcsoy) ergeben sich dann die
Differenzeny —s, z—b bzw. x—b. Damit wird eine Fehlerabschatzung ermégliched®i

ist sinnvoll in der Umgebung vogy =0 bzw. ¢ = arctan]/\/ﬁ.
In den Grafiken sind fur diek(3) die Abweichungen Uber die Winkel (in Grad) aaifggen.

Hauptscheitelumgebung, = cov(z) Nebenscheitelumgebunyg,= sov(x)
0.02r ]
" ," X-b
5 0:0157 ; ..... y-s
001 '."’ .
0.005F .-
0 e : 15 45 50 ‘-55- 60 "éé‘--n 70 75
—0:0057 - 0.005
=0.01 -0.01F “‘\‘
—z-b =008 - 00157 R
..... y-s ,
=0.02" -0.025
w|<13°, d.h.z< 0237, y = 0925, 52°< ¢ <72°,d.h. 0508< x < 0952,
= |z-b| <]y~ < 001. = [x-b|< 001, |[y-g< 001.

Unter Vernachlassigung der Abweichungen ersetzeimnwil40) den Kreisbogeln durch die
Kurvenbdgere bzw.x und die Strecke s durch y.

Die derart definierten Funktionen sind zumindestN&he der o. g. Umgebungen eine
Annaherung an die betreffenden Eikurvenfunktionen.

1. Annaherung fiity = cov(z,n) im Hauptscheitelbereich:

y = fus(zn):= \/”2 1t 2(21%‘1’)52[(” +1)0] \/1— (nﬂ)z Binz[ ”;1 &j (141)

Beispide: y=f,(z1)=+1-sin*(z) =cos@z) , y=f,s(z3)= 1—§sin2(22).
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Die Taylorentwicklungen voanS(z, n) und cov(z,n) stimmen in den ersten zwei Gliedern

iiberein. Wir erhaltehi

nfn® -n+1) _, nifn®-110° + 210> -11n+1)
24 72C

und im Vergleich mit (138) die Abweichungen ab dePotenz vor

coz,n)- fs(z )= n[ﬁn; _1) - n[ﬁnz _1)Eﬁ;9frc]2 _lln_S) Z°+- ...

2. Annaherung fury = Sov(x, n) im Nebenscheitelbereich:

q/1—co§1x/,05 (X n
=f ,n)j=2 — L =2p[%in — |, = -
y NS(X n) 1Y 2 P m(zpj 20 «/n+1[€n+lj

"ol

Beispiele: y = fs(x1)=sin(x), y= fNS(x,3):Tsin

[z* - [Z° +-

fo(z n):1—gD:2 "

N IS

(142)

3V3
y
_ fns(X,3
fis(x-0/2,3) us(x.3)
.---.,.‘. ”,_.__J;; ",p
*~ P N ’
\s g \\ ” \\ _” -f’
| : > X
-2 =1 0 1 e B 51
sov(x,3)
E——

fNS(X, n) approximiert (iber den Nebenscheitelbereich hi!)asm/(x, n) im Intervall |x| <1
Uberraschend gut, wie die folgende Grafik zeigt.

T — 4 Relative Abweichung
A | ; _
2= n-e Alx.n):= f.s(x,n)—sov(x,Nn)
S | = [ sov(X, n)
g 4 /// T - / y‘/ n | A(04/n) A/ n)
< — L
E T =7 2| 118% 097%
5 S/ R e TP P - s
g | T T T T e T - 3| 128% 144%
e 10| 068% 193%
X 20| 038% 164%

Ahnlich (zu erwarten) gut approximierftHS(x—a/Z ,n) die Funktionsov(x, n) im Intervall
a(n)/2-d<x<a(n)/2+0 mit d=a(n)/2-1.

® Ohne Schwierigkeit ittels Mathcad oder @hnlicher Software.
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8.7. Bemerkungen zu einheitlichen Additionsformeliar die Bogenintegralear csov(y,n)

In Erganzung zu den speziellen UntersuchungennnAdischnitten8.2. - 8.4. jnsbesondere
zu den Additionsformeln der Bogenintegrale, versmchir abschlie3end einen gemeinsamen
Aspekt fur die Aufstellung derartiger Additionsfoein herauszuarbeiten.

Dazu ersetzen wir die Parameterdarstellung (it dem Parameteg durch eine direkte
Integralbeziehung zwischen der Bogenlangeind dem Radiusvektoy, wobei wir den

Wertebereich auD<¢ < 71/2 einschranken, so dass eine eineindeutige Beziemwisghen
y und ¢ vorliegt.

In (118a) substituieren wir= sin(¢) und erhalten

dt, 0<t<l , t=sing=y"". (143a)

I\/1 t? 51/1 k? 2

Die Rekursionsformel (118b) lautet dann
(n+3) 0> O, (k,t) = (n+ 20 +k*) O, (k1) + (n+D 0, (k,t) = R, (k,1)
R (k,t) =t™ G/1-t? Q/1-k* @
Auf Grund der Herleitung der Formel (32)4ri. gilt (143b) auch fumn =-1.

(143b)

Die gewinschte Integralbeziehung fir arcgay(folgt aus (118c)
qy,n)=nifl, Lk y*") k2 O, (k. v*")}, K2 =k2(n)=1-1/n2. (143c)

Wir setzen nun fut n(t)= In(k,t) (mit festemk) folgende Additionsformel an

() +1.6)-1.6) =K, | t= b w)+, W) wt)=1-C G-k T (144)

1-k* 7 ,°

und werden nachfolgend die Korrekturglieder = Kn(k, t, t2) naher bestimmen.

Wird die Additionsformel (144) in (143b) eingesetgb entsteht eine Rekursionsformel fur
die K, :

(N+3) K° K, — (n+ D TUL+K?) K, + (N+D K, =R (t) +R,(t.) -R(t) . (145)

Es genulgt also, die Korrekturglieder nur fiiF 0,1,2 gesondert zu ermitteln.
Zusammenfassend erhalten wir aus (143c) die Addifarmel fiirx(y,n) =arcsovy,n)

arcso\(y;, n) +arcsw (y,,n) —arcso\(y;,n) =nifK,,, ~k? [K,.,) (146)

mit  k? = 1—— t = yI " und den Abkiirzungen aus (144).

Unter Beachtung des Wertebereichs yosind y;, y» hinreichend klein zu wéhlen
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Die Korrekturglieder K;, K, entnehmen wir als Spezialfalle aus dem vonBEULER
aufgestellten Additionstheorem fiir elliptische bmEe® Eine eingangige Herleitung fiir
K, (im Sinne der BLErRschen Methode) findet man auch beWRENTIEWSCHABAT®' , dort
im Bezug auf das Additionstheorem der elliptischenktionen.

Euler hat (in E581) folgende Differentialgleichuagtwickelt, die mit dent, aus (144) erfullt
wird:

g\i%f))dtl + g\i%:))dtz - al((tt?’:))dtg =Udu, U =U(t,t,) =t Edt:—;%tz—z) , U=t I, (147)

g(z) ist eine beliebige ganzrationale Funktion wzon

Wir setzen speziellg(z):a+b[z, erhalten damitU =-t, b, integrieren (147) mit dem
Ergebnis al(l,(t,)+14(t,)—1,(t.)) +bi(1,{t)+1,{t,)-1,t) =-t.(blu oder nach (144)
alK,+blK, =-blt [t,[t;. Fira=1,b=0bzw.a=0,b=1 folgt

K, =0, K,=-t,[1, . (148a)

Das KorrekturgliedK,; ermitteln wir durch (elementare) Integration VQI(‘I).

1 1+k? - 2[K? [ — 2K Ot
Es gilt |1(t) = 2Tk [[h( (1_ k)z )

j mit 1,(0)=0. Mittels (144) folgt

P (B]o4( K R
Kl_ZEk[[h((l—k)z[Z(tg)J’ Z(t) =1+K? - 20K [ - 2Kk Ut) . (148b)

Mit der Rekursionsformel (145) bestimmen wir noah fdlgenden Korrekturgliede,, K, .
n=-1. R,{t)=wt). 20 K, = (1+K?)K, +W(t) +wt,) - w(t,) -1 ).
(!) Die Korrektur—1 ist notwendig, denn fit; =0 folgt aus(144) t, =1, d.h. K,=0.

K; = ﬁ [Kl'l' kz) (K, +w(t,) + V\'(tz) _V\'(ts) _1] (148c)
n=0. R(t)=tmt). 3K, =20{1+k?)K, - K, +t, Ot +t, Tt,) t, t,).
Ko = gy T2 8 1, 0 4, ) +4, e )t ) (1489)

Wir erkennen au$l45)und (146),dass $ unddie Korrekturglieder in den Additionsformeln
desarcsoyy,n) algebraische Ausdricke derund ¢ sind und ggf. Logarithmen derartiger
Ausdrickeenthalten(Der Logarithmus tritt hier nur fir gerade n auf.

Der Satz geht alBULER zurlick. Eine bedeutende Verallgemeinerung stammaAseL.

% . EULER: Opera Omnia: Serie 1, Vol. 20 pp 58-79, Vol pp139-56.
Als pdf-Dateien abrufbar unter http://euleravehmaa.org./index.html: E251, E581 (auch dt.)
3" Lawrentjew/Schabat: Methoden der komplexen Funktidineorie. Berlin, 1967, §4,102
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9. Ergadnzungen zb.5. : Die Ek(n) als Billardbande

Im Abschnitt5.5. haben wir uns begntigt, Spezialfalle von Reflesweegen in eineEk(n) zu
analysieren.

Dabei haben wir die allgemeinere Suche nach Reftexvegen als lohnenswert angesehen,
speziell die Suche nach geschlossenen und perfBldaiexionspolygonenSeite 33,3).

Dies soll nachfolgend zumindest ansatzweise ergaeaten.

Wenn nicht Gegenteiliges erwahnt wird, so ist def¥stabfaktor deEk(n) A =1.

9.1. Die Berechnung von Reflexionswegen in der Ek(n)

An den Anfang der Untersuchungen stellen wir emgPamm zu Berechnung der Eckpunkte

eines Reflexionswegs in dEk(n), einschliel3lich der Realisierung rMaTHCAD14.
2n

Ekn): r(g)=cos'(g), y(x)? =xmt-x2.

UnterprogrammReflexionspunkt P(¢,a).

Werden fiur einen Kurvenpuni®; der Winkel ¢1 des Ortsvektors und der Richtungswinkel
al des einfallenden Strahtsvorgegeben, so berechnefp,a) den Richtungswinkek2 des

reflektierten Strahls, sowie fur den Schnittpuni®, des Strahls mit dégk(n) den Winkelg2
des Ortsvektors. Natirlich ie2 Richtungswinkel des iR, einfallenden Strahls, .
Die Wertebereiche seie@<a,v<n, —m2<¢<m/2.

| Plos.aq) (1) Gegebenn, ¢,, a,
(2) x, =cos™ ¢,, y, =cos ¢, [8ing,
@) v= arctan(n +1)[sing, [cosg,
cos ¢, —nisin® ¢,
4 a,=20-a,

(5) s,(x) =y, +tana, f{x-x,)
(6) X, Losung vony(x)2 = sz(x)
(7) ¥, =5,(x,)

(8) ¢, =arctafy,/x,)

2

(9) Ausgabe(%]
a2

Anmerkungen:
(3) RichtungswinkeVy der Normalen n nach Formel (59).
@) y=a,-v=v-a,.
(5) Geradengleichung vas) .
(6) Das Ergebnis fur das angenommene Intervéll] j8t der Losungsvektonq, X,).
MATHCAD verwendet die symbolischen Schlisselwéatgtésenundannehmen

Wenn kein verwertbares symbolisches Ergebnis nibgicwird eine numerische
Ldsung angegeben. Das erfolgt auch dann, wenmi¢zahlen verwendet werden.
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Programm: Reflexionspunkt
w ist der Winkel des Crsvektors des Punktes P

o ist der Richtungswinkel des einfallenden Strahls

Gegeben.  Eikurve EK[n)

n=

Punkt P{@1) auf der Ek(n):

2 x(1p) = cos| I{‘]}ﬂ—l

™
ol = 40—
¥ 180

Anfangsindex von Feldem: QORIGIN =0

v Ist der Richtungwinkel der Mormalen

T m
—_‘{':PE: 0<oLuv<mw

1 -
viw) = cos(g) -smfp)

ol = 60—
180

Plyp.o) = | =1+ cos{_-;p:]ml

1 < cos(ip) -sin(p)

4

N « cos(ip)” — n-sin(ip)
ve 05w f N=0

[(n+ 1)-sin{@)-cos(e) |
1 +— atan {n LEIOVPI 0N, !
N

otherwise

Vev+ml0 fv<si
ol «— 2v—ox

2n

-

sk z = [vl + tan{a2)-{z — x1)]"

He7z
22+ X, if ‘Xﬂ—xl| < ‘Xl—xl‘

52 «— X{I otherwise
¥2 + vl + tan{e2)-(x2 — x1)
i |f w2
2 « atan — |

W xX32)
b

ol ,;

auflisen. z

—
annehmen. z 20 nz =<1

Ausgabe:

=Pyl .al) —»

Punkt P{g2) auf der Ek(n) = Schnittpunkt mit dem in P(p1) reflektierten Strahl

(—0.099268703571378277466 )
v, 2.41589400696623248244

ill. @1 .II il.l _.il::l l| o
Lot ) \60)

(@2} (569
laz) \13842)

Programm_ Reflexionspunkt.xmcd
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HauptprogrammReflexionsweg W(xo, Yo @1, k) :

Gegeben sind der StartpurRi(x,,Y,) auf oder innerhalb ddik(n) und der Zielpunkt(¢,)

auf derEk(n). Berechnet wird der Reflexionswdg§y P... B, . Ausgegeben wird die Matrix W
der Eckpunktkoordinaten des Reflexionswegs.

(1) Gegebenn, x,,Y,, #,, k

(2) x, =cos™ ¢,, y, =cos ¢, Sing,

(3) a, =arctaRt_ %0
X =X

@furi=2,..k:

(‘I)i J =P, a1)

ai

% =cos™ ¢, v, =cos ¢ [Bing
X Yo
(5) AusgabeW =
X Yk

Anmerkungen:

(1) Die Lage vonP, auRerhalb der Kurve wird ausgeschlossen.

(3) Die Speziallagex, = x, wird im Programm beachtet.

(5) Stattw kann auch der Vektad der Winkel der Ortsvektoren der Eckpunkte bzw. de
Vektora@ der Richtungswinkel ausgegeben werden.

(4) Obwohl das Unterprogramﬂﬁ(¢,a) genaue N&herungswerte liefert, wird ein langerer
Reflexionsweg in ungunstigen Fallen erhebliom exakten Weg abweichen.

Beispiel Das_perfektéreflexionsdreieck in deéek(3) auf Seite 34 miPO(O,O) und Pl(¢l),

) :arcsir(]/4) wurde mit @, :arcsir(O,25000000)lgestartet und zerfliel3t schon nach zwei
Durchlaufen!

(1) (0878906
PV | J
| 0.226933 )

(5 (0.253883 )
L J P#R
| 0.251927
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Programm: Reflexionswedg

O

Gegeben:

Eikurve EK(n) n =3

R 20 |
x{p) = cos({p)

Bereitgestellt ist das Programm Reflexionspunkt P{q.a)

Anfangsindex von Feldem: ORIGIN = 0.0000

) = cos( Lp]ﬂ- s p)

Wix0,v0.p1.k) =

WO_ 0 x0, W

— v

0,1

x1 « cos[f.pl]m-l

Vi cosljcpijn-sjn{@l}

“'rl_ﬂ — xj'“;l,l «— vl

o e if x0=x1
1 7

.'I w1 —}:ﬂ Y ;
&1 — HIE\H[ 5 | otherwise
\ X1 —x0)

for1e 2.k

%

e

5 .
o
\ 14

. o+l
“i. 0 cus{q}ib

“'i.l o coslr.pi.} -510 t.pi_'

Geqgeben:
Startpunkt

x0 =05

Zielpunkt

wl=20——

180.

¥0 =01

Anzahl der Reflexionspunkte

k=4

0.77972824.

W= Wix0 v0 pl k) — | 088476039

| 0.085290632
| 0.26103499¢

e 1 1 D

) \

=

0.1

02

03 04 05 046 07 08

W=

{3
p

(0.5000
0.7797
0.8848
0.0853

| 0.2610

W

(0.0853
“loi13zs

Fortserzung 5.2

0.1000 )
0.2838
—0.2223
0.1328
02554 )

'

£

Programm_Reflexionsweg.xmcd
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Nachfolgend zwei mit dem Programm erzeugte Wege:
Weg (1): Der Weg ist nur anndhern perfekt!

T
— w31 -
x0:=0 y0:=0 1= 062398 180

(=]

n=

0.5

0.4 e

03 f %\"‘N\

03 N

0.1 W=

g1 02 03 d4 45 46 07 08 o 1
— 0.
-0z V
—03 ?Q‘Q.}‘__ /{//
m%*—-—— =

—-04
—0.5

k=11
0 1
0 0.000 0.000
1 0.099 0.190
2 0.346 0.351
3 0.636 0.377
3 0.866 0.275
5 0.985 0.099
b 0,985 -0.099
7 0.866| -0.275
8 0.636| -0.377
9 0.3456| -0.351
10 0.099| -0.190
11 0.000| -0.000

10 l 0.00000001
~ | —0.00000516

Weg (2): Nach vier Bandenberihrungen fihrt der Wadgezu(!) UbePy weiter.

T

fizg e e
04
03 T

= f/)&\
0.2 v "
= S

0t > -

(=]

[}

A

=

o

e}

Ln

=

(=31

]

|

[}

(]
ey
[ |

el

Pt
AT N
N

k=35
(0350 0.100 ©
G822 0130
G122 —0.167
W=
0963 —0.133
0.743 0297
0,030 —0.085
4—y3
LA o
x4l — x5
v4 —v0
- — = 0.502
x4 —x0




Eikurven - 102 -

9.2. Extremaleigenschaft des Reflexionspunktes

Wir stellen uns die Aufgabe, einen PuRkauf derEk(n) zu ermitteln, flr den die Summe der
Absténde zu zwei vorgegebenen PuniRenP, einen Extremwert annimmt.

- s=|RP|+ RP|= ex. (149)
/ Die PunktePy, P, liegen innerhalb bzw.
P2 auf der Kurve.

Diese Aufgabe wurde fur beliebige glatte Kurven BwLTIANSKI und AGLOM ausfihrlich
behandelt® Sie erhalten folgende Aussage:

Nimmt die Summe S=‘ﬁ"+‘l32_|3‘ ein (lokales) Extremum an,
so halbiert die Normalein P den Winkel L1 P, PP, .

(150)

Die Gleichung in (150)eschreibt fur verschiedersekonfokale Ellipsen mit den Brenn-
punktenP; undP; und der Hauptachse

Berthrt eine dieser Ellipsen die vorgegebene glatte Kuseeist nach der dort gegebenen
Argumentations extremal. In diesem Falle haben Ellipse und Kuiiee gleiche Tangente
bzw. Normale. In Ellipsen teilt aber bekanntliche dNormale inP den Winkel der
Brennpunktstrahlen, d.h. es gilt (150).

Ist speziell die Kurve eine Gerade, so folgt aljdas ERMATSChe Prinzip der Optik.

Wir illustrieren die Argumentation an einem Beidpie

-
__——___ Ellipse
- \\
Smax
\/@\&-
(Smin)
T Summe s
X 2-
-1 \ P4 P2 ) 2
\ /
N ~ //Ellipse Smin
\\ —_— __// " X
1

-1 0 1

Offensichtlich kdnnen die Langen der Reflexionswg@gkale) Minima oder Maxima sein.

* Enzyklopadie der Elementarmathematik, Band 5. Bdi9i71. Kapitel Geometrische Extremwert-
aufgaben
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Die Autoren erlautern weiterhin das Prinzip de'GRANGESchen Multiplikatoren, mit dem
ein analytischer Beweis von (150) moglich ist. Diedlen wir anschlie3end speziell auf die
Ek(n) anwenden.

Vorab sei noch auf kurzlich erschienenes Lehrburh . TABACHNIKOV hingewiesen, das in
lockerer aber gehaltvoller Form eine Vielzahl zfiefliegende Beziehungen zwischen
Mathematik, Geometrie, Mechanik und Billard auftéigFast am Anfang wird auch (150)
behandelt und geometrisch verallgemeinert.

Nun zur Methode von AGRANGE, angewendet auf digk(n).

Nimmt die Funktions(X, y) =‘Pl_P‘ +‘PZ_P‘ :\/(X‘Xl)z +y-w) +\/(x—x2)2 +(y-y,)" mit

1
der Nebenbedingundg(X, y)E(x2+y2)n+ ~-x? =0 ein Extremum an, dann existiert ein

Multiplikator 4, so dass die beiden partiellen Ableitungen fogx, y) =s(X, y) —u[g(x,y)
verschwinden.

Wir bilden  F(Xy)= PP‘ ‘X_‘—,ut[lml [ﬁx +y) [2x—2nx*" 1] 0
Y=Y Y-V E[( 2, 2\ ]:
Fy(xy) = ‘PP‘”‘PPT - un+0fe +y?) 2y

und fassen diese Gleichungen zu einer Vektorgleglmsammen:

1 [EX le 1 Eéx le ) (n+2)fe +y?)" x—2n®™
[rP| Ly-v) [RP| Ly-y, (h+)ipe+y?)'y )
Links stehen die Einheitsvektoren in Richtuﬁy:’, @ und rechts ihre Summe. Diese weist

in Richtung der Winkelhalbierenden. Wir bestimnuamen Richtungswinkelund ersetzen
x undy durch die Ausdricke ig (siehe Seite )

tar{w) = (n+1)[6)(2+y2)n 2y :m:(n+1)3in¢m;05¢
(n+1) [ﬁxz + y2)n [2x-2nx*"? co ¢ -nsin® ¢

D.h. die Winkelhalbierende fallt mit der NormalerH zusammen.

:tar(l/) I'[ Formel (59)].

Beispiel: Es existieren drei Reflexionspunkte.

Smax

s(o)

=+

o.91 Smin

Smin

% SERGETABACHNIKOV : Geometrie und Billard. Berlin, Heidelberg 2013
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9.3. Berechnung von Reflexionspunkten mit dem Extremalprinzip

Gegeben seien die Punk@(xl,yl) , Pz(xz,yz). Gesucht wird der Winkep des Reflexions-
punktesP(x(¢). y(#)) mit x(¢)-coé‘“(¢) und y(¢)-coé‘( )@ir(¢)

Wir bilden far s(g)=+/(x(#)-x, )’ —y, ) +/(x(¢ 8)-v,) =s(8)+s,(9)
die Ableitungs (¢) =5’ (#)+s, (¢) und erhalten die Bestlmmungsglelchwfégb) =0

Es qilt

-1
s'(¢)= cos )¢ [[]—(n+1)Etos¢ 8ingfcos™ g —x )+ (-nEin? ¢ +cod ¢)fcos g Sing - v )]
und umgeordnet , vereinfacht und mit den Abkirzan@3a) aus Seite 21

5'(9)= Cgf )%nw( #)+dd)x +do)v]. §(9)+s(¢)=0 (151)
s¢)=(n+1)icody)isin(g), c¢)=nsin?(g)-cos(g).

Setzen wirg # 71/2 und § (¢)¢ 0 (d.h. P # P) voraus, so erhalten wir die Gleichung #ir

0=nly(¢)((s(4)+s.(0) -5l8)L(x [s,(¢) + . [s(#)) ~d@) (. [s, (@) + v, [s(4)). (152)

Diese Gleichung ist in der Regel nur numerischiseh’

Wir wenden die Gleichung (152) mit der Mathcad-Rweiauf daBBeispielam Ende vo.2.
an.

Gegeben: N=3 x =015 y, =005 Xx,=086 y,=-015.

Naherung: Numerische Ldsung:

@, =20 Goax = 12054 x...=0902 vy . =0207 s.,=1128
¢, =60 Gn = 53727 X, = 0123 y.,=0167 s, =0923
¢, =20 .., =—1482 x,,= 0863 vy, ,=—-0239 s, = 0858

In einem zweiten Beispiel liegen die Punidg, ), P,(#,) auf der EikurveEK2).

Gegeben: n=2 ¢, =60° x, =1/8= 0125 y, =+/3/8= 0271
$,=-30° x,=3/3/8= 0650 y,=-3/8=-037%.

N&aherung: Numerische LAsung:

g, =20° $...=9530 x ,=0959 vy =0.16] S, g = 1455
g, =60 @ _,=—T685 xmaxz 001z vy,.,=-0052 s _,=1006
@, =50 ¢ =60 entfallt: P=B

¢, =200 ¢$=-3C entfallt: P=P, .

“0 Etwa mit der Mathcad-Routine ,Suchen“ unter Vorgaines Naherungswertes.
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-04 P>

Der Richtungswinkel der Winkelhalbierenden = Normalen folgt nach (689l (63a) aus

tarlv) = —% .

Wir erhalten in dem Beispiel V., = arctarE—MJ = arctarE— 182;) = 20215

(B

Viae = arcta ——C(¢maX2) = arctarﬁ——_ 0918) = 2809C .
S(¢max2) 0490
1. Anmerkung:

Wir betrachten den Fap =¢@. naher. Der ReflexionspunRifallt mit einem EndpunktP

zusammen. Das ReflexionsdreieBlPP entartet zu einer Geraden der Lartéﬁ)=|Ple| .In
einem nicht ausgeartetem Dreieck ist die Summeervw&eiten grof3er als die Dritte, d.h. fur
¢ # ¢, ist p)>|RP) . Die Langenfunktiors(@) besitzt an den Stelle=¢. ein Minimum

in Form einer Spitze. Wegeﬁl(qﬁi):O existiert nicht die Ableitungs,/(¢i), also ist die in den
Herleitungen benutzte Forderunsd¢) =0 bzw. Fx(x, y) =0 nicht erfullt.

Der Fall P =P ist in der Aussag€l50)auszuschliel3en (150a)
Der Begriff einer Winkelhalbierenden hat in dieseall auch keinen Sinn.

Erganzend ermitteln wir die Tangentenanstis’d¢) in Nahe der Stellg = ¢,.

/()= X)X )x(0)+ () -y (e) _ (x=x)ix(g)+(y-y.)1y(g)

s(#) e x (- xx P
$/(4,70)=  lim, s/(g) =" (¢1)Lti;(;;()r[5 8)  tarfr)- jﬁig (@<p=x>x),
g 5 0) =+ S8 X(B) +cl@ )Ly () _ |, 8)(x(8)+cle)1y(e)
R N &y ey p(#) |

~0.9381]
(¢, 70)=5/(¢,)+s/ (¢, 70)=-00364+ (- 09014 :{ 00825? . Siehe Kurvenbild
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2. Anmerkung
Die Aussage (150) kann wie folgt erganzt werden.

LiegenP, und P, auf der Ek(n), so ist das Extremum ein Maximum. (150b)

Sei ¢,< ¢,, so ist S(¢) z.B. im abgeschlossenen Interval, <@ <¢, stetig, also auch
beschrankt und besitzt ein Maximum. Weggd, )= s(@,) < @) fiir ¢, <¢ <@, existiert die
Maximalstelle @,.., im Intervallinneren. Aus der Differenzierbarke'cln/s(qb) gilt nach dem
Satz von RoIIeS’(¢max) 0.

Wir konnen die Ergebnisse auf beliebige Hifm) einbeschriebene m-Ecke ausweiten. Sollen

diese m-Ecke perfekte Reflexionspolygone sein, $issen fir jeden Eckpunke, bzgl.
seiner Nachbarpunkte die Extremalforderungen (b4@). (151) erfullt werden.

Dies ist sicherlich erfullt, wenn das m-Eck wed&50b) einen maximalen Umfang hat.
Mit unserer gewéahlten Bezeichnung erhalten wirAlissage

Das einbeschriebene m-Eck maximalen Umfangsngierfektes Reflexionsvieleck(153)
Diese Aussage kann fir beliebige geschlossene kenW@rven formuliert werden. Wir
verweisen auf das Kapitel von oBrianski und AGLom in der Enzyklopadie der

Elementarmathematik. Dort wird auch gezeigt, dass im Kreis die regelipéf® m-Ecke
maximalen Umfang haben.

Auf der Suche nach perfekten Reflexionsvieleckerdan Ek(n) missen aber auch lokale
Extrema des Umfangs beriicksichtigt werden, so datsprechend den Extremalforderungen
folgendes Gleichungssystem erflllt sein muss, als

notwendige Bedinqung fir ein perfektes Reflexiomr&ck

—s{¢)=0, k=12..m (154)

Darin sind die@, die Polarwinkel der Eckpunkt%(x(gbk), y(¢k)) desm-Ecks und es gelten
X(¢k) - CO§+1(¢|<)’ Y(¢k) =cos' (¢k)&in(¢k)’ $1= Omi P = O

5(¢k \/ [X ¢k—1 ¢k J + ly(¢k—1) +\/ [X ¢k ¢k+1)] + lx(¢k) (¢k+1)j ’
= 31(¢k)+32(¢k)

Der zugehdrige Umfang desEcks ist U :%Dis(qﬁk):iq((bk).
k=1 k=1

Die Losungen @, , k= 12..,m des Gleichungssystems (154) kénnen in der Rageinn

numerischer Naherung ermittelt werden. Dafir bigieh u. a. die in der Fu3noté genannte
Mathcad-Routine an. Es sind in diesem Fall auclmekeaixpliziten Formeln der partiellen
Ableitungen vorzugeben.

Wir zeigen nachfolgend drei Rechenbeispiele. Gessitid perfekte Reflexionsviereck im
Kreis Ek(1) bzw. in der Eikurvék(3).

“L Siehe FuRnotas. Kapitel Geometrische Extremwertaufgaben, § 2.60&3nhriebene Vielecke.
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ni=1 r(«) = cos(s)" x(g) := cos(ip)™" y() = cos(ip)"sin(p)
2 2
sq(a, B.) = \f (x{o) —=x(B)) + (y(ex) —y(B))
: \/ . 2 , 2 _
salo, Buy) = (x(B) —x(~))" + (y(B) —y(~)) Slo Bay) = sq(e, Boy) + sa{e. Buy)
Naherungswerte 1 := 80° p2 = 25° p3:=0° pd = -40°
Schliisselwort
Vorgabe 3
s(p4,91,92) =0 2 s(pl.2.93) =0
o dip2
d d
s(p2,v3,p4) =0 —s(p3, pd.p1) =0
o d.—_Fq,
i 9g
45
Ldsung @ = Suchen{y1, p2.p3, pd4) = 5 Es
|-. 45 |
Eckpunktkoordinaten
0.4f X
- \ (0 0 )
0271, \
) {—; 05 (—; 0.5
%) = EE
| \ P 1 yig 0
TR PN R Los) | o5
02 \ %
04t LW
Seitenldngen Slo, ) =s5q(a, B.7)
S(p1.92) =0.54/2 S(¢3.pa) =054/2
S(pp.p3)=054/2 S(pa.01)=054/2
4
Umfang wsi=tp1 U= Z Sk wke1)  U=24/2
k=1

(1)

Die Routine liefert mit den vorgegebenen (gestiieim@ Naherungswerten ein Quadrat als
perfektes Reflexionsviereck. Damit sind alle (karegten!) einbeschriebenen Quadrate
Reflexionsvierecke. Sie entstehen aus der obigeunrg durch Drehung um einen beliebigen
Zentriwinkel 2[a . Die zugehorigen Polarwinkel ergeben sich ausotdegen Losung durch

Addition des Peripheriewinkels :
um alle moglichen Lagen zu bestimmen.

(Die Winkel sind auf das Intervatt 77/2 < Prneu S 71/2 zu transformieren.)

¢k;neu:¢k +a . Es genugtO< a <71/4 zu wahlen,



Eikurven - 108 -

n=3 () = cos(yp) x(p) = cos(p)
] \/ ] 23
sele, B =y (x(a) = x(B)” + (ylod —y(B))
G \/ 2 , 2
Safex, B ) =y (X(B) = x{v))" + (¥(B) —y(~v))
Naherungswerte 1 := 70° 2= 20°
Schlisselwort
Vorgabe 3
Z_s(p4,1,42) =0
dpl
d
T s(2,93,1p4) =0
dip3
Ldsung = Suchen(p1,p2, 3, p4) =
047
02t g
'“\“‘-\Kdz 0.4 06 0.8
B e
T ol
-0y 5 >«\
— 04
Seitenlangen  S(o. B) = sy(a. B.y)
S(p1.p2)=0.724
S(w2.¢3) =0.473
4
Umfang P55 = 1 U= Z 5{'-Pk-'LPK+'l]
k=1

] y(p) = cos(e)"-sin(e)

Sloe Bory) =80, Bury) +sao, Bly)

p3:=10° wpd = -40°

s(ipl.p2,p3) =0

dip2
d
—5(p3. 4, 1) =0
a4
[ 8968 |
2611
| |
L —26.11 )
Eckpunktkoordinaten
0 0
{—; 0.65 {—; 0.319
x(p) = y(p) =
| 1 | 0 |
\ 0.65 ) | -0.319 )

S(ip4.101) =0724

S(¢3.p4) =0.473

U=2394

)

Die vorgegebenen Naherungswerte liefern eine Lgsdiegschon im Abschni&.5. , Seite 38
exakt bestimmt wurde!

Geringe Anderungen der N&herungswerte fiihren aufwetiteres perfektes Reflexions-
viereck, das aber ebenfalls symmetrisch zur x-Adiegg. (Siehe Seite 109). Die Umfange
sind lokale Maxima, die sich jedoch unterscheideéine Aussage zum globalen Maximum

kann mit (154) nicht

getroffen werden.

Zum Vergleich die Umfange der Naherungsviereckpugg, = 2.219 , (3WUnan = 2.092 , die
kleiner sind als die Umfange der perfekten Vierecke
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ne=3 r(ig) = cos(p)"

salet, ) = (x(0) — x(B)2 + (vie) — (B>

Sa(e, Bu) =y (x(B) = x(1)% + (¥(B) = y())°

Seiteniangen

$10.B) = s4(a, B )

S(1.2)=0.838

S{w2.¢3)=0422

Sk Pke1

4
Umfang o5 = 1 L= Z
K=1

X(ip) = cos(yp)

g™ y(tp) = cos(p)™sin(1)

S0 Bory) =sq(a, Bay) + sa(a Bly)

Naherungswerte 1 := 50° w2 = 30° ©3:=10° pd = —40°
Schiiisselwort
Vorgabe P
—s(pd. o1, @2) =0 —s{pl.p2,p3) =0
dpl dip2
d d
—5(p2,p3,p4) =0 —s(p3.p4,p1) =0
dp3 dpd
[ 59.48 |
13.21
Lasung p = Suchen{yp1, 2,3, pd) = .
i -13.21 |
| 5948 |
Eckpunktkoordinaten
( 0.067 | [0.113
—; 0.898 {—; 0.211
x(p) = ylg) =
| 0.898 | -0.211
|
\ 0.067 / | -0.113 )

S(a.01) =0.226

S(w3.v4) =0.838

) U=2322

®3)

Offen bleibt firn>1 die Frage nach der Anzahl der Losungen des Glegdaystems (154).
Aus einer endlichen Anzahl liel3e sich auch dasai®Maximum des Umfangs ermitteln.

Etliche numerische Versuche mit unterschiedlichéihnéiungswerten legen nahe, dass nur
endlich viele Lésungen (einschlielich Entartungen zusammenfallenden Eckpunkten)
existieren und alle Losungen symmetrisch zur x-&ciad.

Einige Ergebnisse sind nachfolgend zusammengestellt



Eikurven - 110 -

Perfekte Reflexionsvielecke in dek(2)

3| | 0962 )
e2|=| 0O
I
Jez) VOB ooap
‘W) fpasT (viw1) ) ( ozes
wlga) |=| 1 ¥ipa) : = 0
047 ‘ ?1 ‘ 1571
-~ g2 |=| 034
0.2 // @3] \-034) u-2370
/ ; " " >(|[L'=P1} 1 0 "Y(‘P” Y [ 0
02 0.4 06 08 ’
\_\\ x(92) 0.828 y(e2) 0.296
-0 K\-\ l,.\ :(qu)S} ;,| \ 0.838 ) |,_\ ‘_.,l'[iq}a} ,-'| \ —0.296
- 047
1 1.088 )
®2 0.292
03 -0.292
o4 ) \-1.088) U=2473
x(oq) " 01 y(e1) 0.191
x(02) 0.879 y(o2) 0.264
x(03) | | 0.879 y(os) | | -0.264
x(04) 0.1 v(04) -0.191
041 [ @1 \| " 0568
02 -0
0.2[ 03 _i —0.568 |
| | | | g4 ) \-1569) U=2529
02 04 056 0.8 )
(x(e1)] (osee) [¥le1)] [ o382
-0.2f x(92) 1 y(o2) | -0
x(cpa} | 0.599 | y(o3) _| -0.382
—o4f l X[ 4} l._\y(q, 5) '_Il L0
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0.4t
—
—
0.zt
02 06 08
—o2t
.//
./-
=
—o4f

®1
P2
¢3 | =

P4

@5 )

x(o1)
x(02)
x(93)
x(04)

x(o5) )

?1
¢2

¢4

5 )

x(01)
*(02)
x{o3)

x(04)

x(os)
{ Q1 A
P2
3

>
e e
D2

)
.e
=y

——

=
.e
&

=
_— e = = = =
=]
Lo
—

,,_
-

043
=|0.934

0.934

043 )

1.169 )
0.494

0
-0.494
-1.169 )

0.06
0.683
= 1
0.683
0.06

[ 1.224 )
0.636
0.193
-0.193
0636

.e
L

\—=1.224 )

0.521
0.945
0.945
0.521

(0.039 )

\ 0.039 )

U=2578

~
_ = = =
S
w
Il

U =2635

=
e B

=
—_ . — = = =
<
=,

- -
.e
P

e
.e
2

L

.e
L.

0.141
0.368

-0.368
-0.141

(0109 )
0.384
0.185
-0.185
—0.384

\—0.109 )
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0.4

Perfekte Reflexionsvielecke in dek(3)

— 0N 4r

0.41

0.1

-0.r

- 0.4

08

0.41

0.2r

-0.2r

- 047

02

04

06

08

o]
‘ P2 ‘=
L93 )
| x(91) "'|
x(92) ‘=

[ 0932
0 |
\—0.932 l U=2120
(0126 ) f"!r’(q’ﬂ "'| (047 )
1 ‘ \ﬂwj‘:’l 0 ‘
N 0.126 ,J \ y{cpa] J b 017 _J
1571
0.253
| —0.253 ) U=2.269
0 (v(e1) 0
0879 ‘ y(e2) | =| 0227
L0879 | y(o3) | | —0.227
1.038
0.231 ‘
—0.231
—1.03a U=2322
0.067 ‘ y(o1) ‘ 0.113
‘ 0.898 y(e2) ‘ 0211 ‘
_‘ 0.898 v(oa) _‘ -0.211 ‘
0067) | y(og) ) L-0113
0.456
0
_0.456
(1567 ) U=2.394
0.65 ) y(e1)) [ 0319
1 yle2) 0
0.65 y(ps) | | -0.319
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D.47

0.21

-0.2r

- 047

0.47

- 047

047

D21

€
(%]
]

04

95
x(91)
x(92)
x(e3)

x(04)

02
_oat

- 047

\X((PSI]

f’ @1
92
23
P4
P5

1.571
0.589
0.162
-0.162
-0.589

0
0478

=| 0.949

0.249
0478

1.116
0415
0
-0.415
-1.116

(0.037

’ 0.701
- 1

0.701

0.037

U=2457
Y((p'” 0
y(92) 0.319
ylo3) 0.155
y(04) -0.155
¥(os) R
U=2.419
)‘(‘131} ( 0.076 Y
y(02) I 0.309 |
y(es) [=| 0
y(04) ~0.309
i(ws) _0.076
Ll =2483
| Y[(P I} | [ 0
v(e2) 0.293
y(93) 0.252
y(94) 0
y(os) -0.252
-.\Y[QJG} \—0.293 )
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Abschlie3end zwei nicht konvexe Reflexionsvieledkech diese sind achsensymmetrisch.

Perfektes Reflexionsfiinfleck mit Kreuzurkek(2)

©1 1571
0.41
02 —0.095
03 |=| 0916
0.2r
04 ~0.916
: : , o5 ) V009 y=4078
0.9 - 0.8
X(‘P1] 0 Y((P'I) 0
-0.2r
x(02) 0.987 y(¢p2) ~0.094
x(p3) | =] 0.226 y(p3) |=| 0.204
—0.4f
x(¢4) 0.226 y(94) ~0.294
x(05) 0.987 y(9s) 0.094
Perfektes Reflexionssechseck mit Mehrfachstredkk(3)
®1) (089 )
®2 -0.081
o4 03 0.89
1,3 04 0.89
0.21
05 0.081
5 ~
95 0.89 ) U=4271
" "(_‘P") 0157y (Y@} gqea )
x(e2) | | 0087 y(e2) | | _o.08
x(¢3) 0.157 y(93) 0.194
-0 x(g4) | | 0.157 y(ps) | | -0.194
los) | | 0987 | |y(gs) | | 008
Kos) | \0157) | y(gg) | \-0-194)

Damit beenden wir die Exkursion durch das Gebietspeziellen Eikurven und hoffen, dem
Leser einige Anregungen zu eigenen mathematisdhegeribungen” gegeben zu haben.
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